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Resumo
Esta dissertação se divide em duas partes. A primeira delas, formada pelos três primeiros
capítulos, faz um estudo introdutório detalhado sobre análise harmônica na esfera unitária
Ωd de Cd. Os Capítulos 2 e 3 tratam dos harmônicos esféricos sobre a esfera complexa e
noções relacionadas, como o operador de Laplace-Beltrami, operadores que comutam com
transformações unitárias, harmônicos zonais, polinômios no disco e uma versão complexa da
fórmula de Funk-Hecke. O primeiro capítulo fornece os resultados preliminares ao restante
do trabalho, a maioria com demonstrações inclusas. Na segunda parte, que consiste do
Capítulo 4, é estudada a convergência da expansão de uma função p-integrável sobre a
esfera em harmônicos esféricos complexos pelo método de somabilidade de Cesàro, o que é
feito com o uso de estimativas assintóticas para polinômios de Jacobi.
Palavras-chave: análise harmônica, esfera complexa, harmônicos esféricos, funções de
várias variáveis complexas, funções ortogonais.
Abstract
This thesis splits in two parts. The first one, formed by the three first chapters, makes a
detailed introductory study about harmonic analysis on the unit sphere Ωd of Cd. Chapters
2 and 3 deal with spherical harmonics on the complex sphere and related notions, like the
Laplace-Beltrami operator, operators that commute with unitary transformations, zonal
harmonics, disk polynomials, and a complex version of Funk-Hecke formula. The first
chapter furnishes necessaries preliminaries results for remainder of the work, most of them
with proofs included. In the second part, consisting of the Chapter 4, convergence of the
expansion of a p-integrable function in complex spherical harmonics by Cesàro summation
method is studied, which is done by using asymptotic estimates for Jacobi polynomials.
Keywords: harmonic analysis, complex sphere, spherical harmonics, functions of several
complex variables, orthogonal functions.
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Introdução
A análise harmônica na esfera unitária Sd´1 de Rd, para d ě 2, é um tema
extensamente estudado em Matemática, podendo ser considerado clássico. Possui conexões
com áreas diversas, como Análise Numérica, Teoria de Representações, Geometria e Teoria
da Aproximação, para a qual fornece ferramentas importantes.
As origens históricas do assunto se deram no caso d “ 3, nos trabalhos de
Laplace e Legendre sobre potenciais gravitacionais em Astronomia. Os harmônicos esféricos
sobre S2 ainda são de grande importância em Matemática Aplicada.
A ideia fundamental é aproximar funções a valores reais ou complexos definidas
em Sd por combinações lineares de funções que em certo sentido são mais simples, chamadas
harmônicos esféricos. Estes harmônicos formam um sistema ortonormal completo no espaço
de Hilbert associado à medida de superfície sobre Sd e, no caso particular d “ 2, coincidem
com as funções trigonométricas seno e cosseno. Desta forma, a análise na esfera de Rd
pode ser vista como uma generalização multidimensional do estudo das séries de Fourier.
A partir da segunda metade de século XX, surge o interesse de alguns matemá-
ticos em desenvolver uma teoria parecida para a esfera unitária Ωd de Cd. No artigo [5],
T. Koornwinder atribui a M. Ikeda a introdução dos análogos complexos dos harmônicos
esféricos. Dá-se, então, origem à análise em esferas complexas, tema do presente trabalho.
Este texto expõe um estudo sobre análise em Ωd, reunindo os resultados
necessários ao desenvolvimento de pesquisa em áreas como Teoria da Aproximação, entre
outras, que usem a análise harmônica como ferramenta. O objetivo é que interessados em
tais áreas tenham uma referência introdutória acessível e completa em Português. Esta
meta é perseguida nos três primeiros capítulos.
O primeiro capítulo fornece os resultados preliminares a serem utilizados no
restante do trabalho. Fatos sobre medida, integração e análise funcional são relembrados
rapidamente, enquanto a diferenciabilidade de funções de várias variáveis complexas, a
integração sobre Sd´1 e Ωd, a ação de transformações unitárias sobre Ωd e a noção de
convolução esférica são tratadas em detalhes, com demonstrações de todos os resultados
usados posteriormente. O capítulo é encerrado com uma apresentação breve dos harmônicos
esféricos sobre Sd´1. As principais referências são [4], [9] e [12].
O Capítulo 2 apresenta os harmônicos esféricos sobre Ωd. É demonstrado que
o espaço de funções de quadrado integrável sobre Ωd admite um conjunto ortonormal
completo formado por harmônicos esféricos, o que tem por consequência que qualquer
função neste espaço se escreve unicamente como uma série de harmônicos esféricos, com
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convergência na norma L2. Fechando o capítulo, é estudado o operador de Laplace-Beltrami
sobre Ωd, que tem como autovetores os harmônicos esféricos. As referências para este
material são [8] e [12].
Os harmônicos zonais são o assunto do Capítulo 3. Sua definição é dada em
termos de operadores de projeção sobre espaços de harmônicos esféricos e são dadas
caracterizações em termos de transformações unitárias e de subesferas. São apresentados
os polinômios no disco, em termos dos quais os harmônicos zonais são representados no
teorema da adição. Uma consequência é uma versão complexa da fórmula de Funk-Hecke.
Por fim, harmônicos zonais são utilizados para estudar espaços invariantes pela ação do
grupo unitário. Este capítulo tem como referências [5], [6], [11] e [15].
O teorema da adição e a noção de convolução esférica sugerem que a expansão
em harmônicos esféricos, válida para funções de quadrado integrável sobre a esfera complexa,
possa ser definida para funções p-integráveis sobre Ωd, onde 1 ď p ă 8. O Capítulo 4,
último do texto, trata do problema da convergência desta série nos espaços Lp. Dado
que a expansão nem sempre converge na norma de Lp, faz-se necessário o estudo de um
método de somabilidade. A ideia é associar a cada série um valor, que deve coincidir com
sua soma caso a série seja convergente. O resultado principal do capítulo é a convergência
da expansão em harmônicos esféricos nos espaços Lp pelo método de Cesàro, fato que se
apoia em intrincadas estimativas envolvendo polinômios de Jacobi. São utilizados como
referências [1], [2], [9] e [15].
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1 Preliminares
O objetivo deste capítulo inicial é expor os conceitos e fatos básicos que serão
necessários ao desenvolvimento de todo o trabalho. As referências para o material apresen-
tado serão citadas ao longo de cada seção. Aqui, como em todo o texto, serão assumidos
sem menção explícita os conhecimentos mais elementares sobre medida, integração e análise
funcional.
É útil estabelecer, de imediato, alguma notação. Os símbolos padrão N, R
e C denotam os conjuntos dos números naturais (incluindo o 0), reais e complexos,
respectivamente. Dado um conjunto não vazio E, o conjunto das d-uplas de elementos
de E será denotado por Ed. Dado z P Cd, sua j-ésima coordenada será denotada por zj,
para cada j “ 1, . . . , d. O j-ésimo vetor da base canônica de Cd, que possui a j-ésima
coordenada igual a 1 e as demais iguais a 0, é representado por ej.
Fixe um inteiro d ě 2. O produto interno usual entre dois vetores x e y de Rd
será denotado por x ¨ y, ou seja,
x ¨ y “ x1y1 ` ¨ ¨ ¨ ` xdyd.
A norma |x| de um elemento x de Rd é definida como
|x| “ ?x ¨ x “ `x21 ` ¨ ¨ ¨ ` x2d˘ 12 .
Ainda considerando d ě 2 fixado, o produto interno usual de dois vetores
z, w P Cd será denotado por xz, wy, isto é,
xz, wy “ z1w1 ` ¨ ¨ ¨ ` zdwd.
Dado z P Cd, sua norma é
|z| “axz, zy “ `|z1|2 ` ¨ ¨ ¨ ` |zd|2˘ 12 .
1.1 Noções e resultados elementares
Inicialmente, serão reunidos conceitos e fatos sobre análise indispensáveis para
o restante do texto. Os teoremas aqui enunciados não serão demonstrados, pois são tidos
como sendo de conhecimento geral. A referência principal para este material é o livro [4].
A seção começa com duas consequências do Teorema da Convergência Dominada, úteis
em argumentos de caráter computacional.
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Proposição 1.1.1. Sejam pX,A, µq um espaço de medida e f : X ˆ ra, bs Ñ C tal que
fp¨, tq é integrável em X para cada t P ra, bs. Defina F : ra, bs Ñ C por
F ptq “
ż
X
fpx, tq dµpxq.
Suponha que fpx, ¨q é diferenciável em ra, bs para cada x P X e que existe g : X Ñ C
integrável tal que
ˇˇ B
Btfpx, tq
ˇˇ ď gpxq para todo t P ra, bs e x P X. Então, F é diferenciável e
F 1ptq “
ż
X
B
Btfpx, tq dµpxq.
Proposição 1.1.2. Sejam pX,A, µq um espaço de medida tal que µpXq ă 8, pfnqnPN
uma sequência de funções integráveis em X que converge uniformemente e f “ lim
nÑ8fn.
Então, f é integrável e ż
X
f dµ “ lim
nÑ8
ż
X
fn dµ.
Definição 1.1.3. Seja X um espaço topológico X. Define-se a σ-álgebra de Borel de X,
denotada por BpXq, como a menor σ-álgebra em X que contém os abertos de X.
Quando X é um espaço de Hausdorff localmente compacto, uma medida µ sobre
BpXq se diz uma medida de Radon se forem satisfeitas as propriedades abaixo:
1. µpKq é finita para todo K P BpXq compacto;
2. µpEq “ inftµpAq : A é aberto, A Ą Eu para todo E P BpXq;
3. µpAq “ suptµpKq : K é compacto, K Ă Au para todo A P BpXq aberto.
Definição 1.1.4. Seja pX,A, µq um espaço de medida. Dado 1 ď p ă 8, uma função
mensurável f : X Ñ C se diz p-integrável se
}f}p :“
ˆż
X
|f |p dµ
˙1{p
ă 8. (1.1)
Define-se o espaço LppX,A, µq, por vezes denotado simplesmente por LppXq, como o
quociente do espaço vetorial das funções p-integráveis em X pelo subespaço das funções
mensuráveis que se anulam quase sempre.
Observação 1.1.5. Quando for conveniente explicitar a medida na expressão (1.1), será
denotado }f}p,µ no lugar de }f}p. Nota-se que o valor de }f}p não se altera se f for
substituída por outra função pertencente à mesma classe lateral em LppXq; isto define uma
norma no espaço LppXq, que o torna um espaço de Banach.
Observação 1.1.6. Denota-se por CpXq o espaço vetorial das funções contínuas a valores
complexos definidas em um dado espaço topológico X. Quando X for compacto, CpXq é
um espaço de Banach com a norma
}f} “ supt|fpxq| : x P Xu.
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Esta norma é usualmente conhecida como norma da convergência uniforme ou norma do
supremo.
Proposição 1.1.7. Seja µ uma medida de Radon em um espaço topológico de Hausdorff
compacto X. Então, CpXq é denso em LppXq sempre que 1 ď p ă 8.
Definição 1.1.8. Sejam X um espaço topológico e A Ă CpXq.
1. Diz-se que A é uma sub-álgebra de CpXq se A é subespaço vetorial de CpXq e fg P A
sempre que f, g P A.
2. É dito que A separa pontos de X se para quaisquer x, y P X distintos existe f P A
tal que fpxq ‰ fpyq.
3. O subconjunto A é fechado por conjugações se f P A sempre que f P A.
Teorema 1.1.9 (Stone-Weierstrass). Seja X um espaço topológico de Hausdorff compacto.
Se A é uma subálgebra de CpXq que separa pontos, é fechada por conjugações e contém
todas as funções constantes, então A é densa no espaço CpXq munido da norma do
supremo.
1.2 Funções de várias variáveis complexas
O desenvolvimento deste trabalho necessita de alguns resultados elementares
sobre funções de várias variáveis complexas, em particular sobre diferenciação. Nesta seção,
tal assunto é apresentado em detalhes. A apresentação aqui feita é baseada no primeiro
capítulo do livro [12].
Definição 1.2.1. Será referida por identificação canônica entre Cd e R2d a aplicação
Υd : Cd Ñ R2d dada por
Υdpzq “ pRe z1, Imz1, . . . ,Re zd, Imzdq, z P Cd, (1.2)
onde Re zj e Imzj denotam, respectivamente, as partes real e imaginária de zj.
Observação 1.2.2. Quando não houver ambiguidade quanto à dimensão d, ela será
omitida da notação de Υd. Nota-se que Υ é um homeomorfismo entre Cd e R2d. Em
particular, dado X Ă Cd, tem-se que E P BpXq se e somente se ΥpEq P BpΥpXqq.
Será introduzida agora a útil notação de multi-índices. Um multi-índice é um
elemento α P Nd. Será denotado
|α| “ α1 ` ¨ ¨ ¨ ` αd, α! “ α1! ¨ ¨ ¨ αd!.
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Para cada z P Cd (em particular quando z P Rd),
zα “ zα11 ¨ ¨ ¨ zαnn .
Alguns conceitos sobre funções de várias variáveis complexas são construídos
a partir de noções sobre diferenciabilidade real, os quais são rapidamente relembrados a
seguir. Considere um aberto A de Rd. Dados f : AÑ C e α P Nd, será usada a notação
B|α|f
Bxα “
B|α|f
Bxα11 ¨ ¨ ¨ Bxαnn .
A função f é de classe Ck em A (k ě 1 inteiro) quando B|α|f{Bxα é uma função contínua
em A, sempre que |α| ď k. O espaço vetorial das funções de classe Ck em A é denotado
por CkpAq. Assumindo que f P C2pAq, o laplaciano e f é definido por
∆f “ B
2f
Bx21 ` ¨ ¨ ¨ `
B2f
Bx2d
e f é harmônica quando ∆f “ 0.
Definição 1.2.3. Sejam U um aberto de Cd e f : U Ñ C.
1. Dado k ě 1 inteiro, f é dita ser de classe Ck em U se f ˝ Υ´1 é de classe Ck no
aberto ΥpUq de R2d. O espaço vetorial das funções de classe Ck em U será denotado
por CkpUq.
2. Diz-se que f é holomorfa em U se f é contínua e, dado w P U ,
z P C ÞÑ fpw1, . . . , wj´1, z, wj`1, . . . , wdq
define uma função holomorfa em uma vizinhança de wj em C para cada j “ 1, . . . , d.
Definição 1.2.4. Dados um aberto U de Cd e uma função f P C1pUq, definem-se as
derivadas parciais de f com respeito a zj e a zj (j “ 1, . . . , d), respectivamente, por
Bf
Bzj “
1
2
ˆBpf ˝Υ´1q
Bxj ´ i
Bpf ˝Υ´1q
Byj
˙
, BfBzj “
1
2
ˆBpf ˝Υ´1q
Bxj ` i
Bpf ˝Υ´1q
Byj
˙
,
onde xj “ Re zj e yj “ Imzj.
Definição 1.2.5. Quando U é aberto em Cd e f P C2pUq, define-se o laplaciano complexo
de f por
∆p2dqf “ 4
dÿ
j“1
B2f
BzjBzj .
A função f se diz harmônica se ∆p2dqf “ 0.
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Proposição 1.2.6. Dado um aberto U de Cd, para qualquer f P C2pUq vale a igualdade
∆p2dqf “ ∆pf ˝Υ´1q.
Em particular, f é harmônica se e somente se f ˝Υ´1 é harmônica no sentido real.
Demonstração. Para cada j “ 1, . . . , d,
4 B
2f
BzjBzj “
ˆ B
Bxj ` i
B
Byj
˙ˆBpf ˝Υ´1q
Bxj ´ i
Bpf ˝Υ´1q
Byj
˙
“ B
2pf ˝Υ´1q
Bx2j ´ i
B2pf ˝Υ´1q
BxjByj ` i
B2pf ˝Υ´1q
ByjBxj `
B2pf ˝Υ´1q
By2j
“ B
2pf ˝Υ´1q
Bx2j `
B2pf ˝Υ´1q
By2j .
Fazendo a soma em ambos os membros da igualdade obtida acima para j “ 1, . . . , d, segue
o resultado.
Proposição 1.2.7. Sejam U Ă Cd (aberto) e f : U Ñ C de classe C1. Então, f é
holomorfa em U se e somente se
Bf
Bzj “ 0, j “ 1, . . . , d.
Neste caso, para todo z P U a derivada de fpz1, . . . , zj´1, ¨ , zj`1, . . . , zdq em zj vale BfBzj pzq.
Demonstração. Pela definição de função holomorfa (Definição 1.2.3) e pelo fato de que
derivadas parciais dependem apenas de uma das coordenadas da variável da função a ser
diferenciada, basta considerar o caso em que d “ 1. Para tanto, escreva f ˝Υ´1 “ u` iv,
onde u, v : ΥpUq Ñ R. Então, fazendo z “ x` iy,
Bf
Bz “ 0 ô
ˆ B
Bx ` i
B
By
˙
pu` ivq “ 0
ô
ˆBu
Bx ´
Bv
By
˙
` i
ˆBv
Bx `
Bu
By
˙
“ 0
ô BuBx “
Bv
By ,
Bv
Bx “ ´
Bu
By ,
ou seja, Bf{Bz “ 0 se e somente valem as equações de Cauchy-Riemann, ou, equivalen-
temente, f é holomorfa. Caso f seja holomorfa, dado z “ x ` iy P U tem-se, por um
lado,
f 1pzq “ lim
tÑ0
fppx` tq ` iyq ´ fpzq
t
“ Bpf ˝Υ
´1q
Bx pwq,
onde w “ Υpzq, e por outro lado
f 1pzq “ lim
tÑ0
fpx` ipy ` tqq ´ fpzq
it
“ ´iBpf ˝Υ
´1q
By pwq.
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Desta forma,
2BfBz pzq “
Bpf ˝Υ´1q
Bx pwq ´ i
Bpf ˝Υ´1q
By pwq “ 2f
1pzq.
A proposição acima indica que B{Bzj age de forma análoga às derivadas parciais
reais. O mesmo vale para B{Bzj, como indicado pela proposição a seguir. A propósito, o
restante desta seção contém resultados de caráter computacional que serão muito usados
durante todo o trabalho.
Proposição 1.2.8. Dados µ, ν P Nd, valem as igualdades:
B
Bzj z
µzν “ µjzµ´ejzν pµj ě 1q , BBzj z
µzν “ νjzµzν´ej pνj ě 1q .
Demonstração. Novamente, basta demonstrar as igualdades quando d “ 1. Neste caso,
B
Bz z
µzν “ 12
ˆ B
Bx ´ i
B
By
˙
px` iyqµpx´ iyqν
“ 12rµpx` iyq
µ´1px´ iyqν ` νpx` iyqµpx´ iyqν´1s
´ 12iriµpx` iyq
µ´1px´ iyqν ´ iνpx` iyqµpx´ iyqν´1s
“ µpx` iyqµ´1px´ iyqν “ µzµ´1zν .
Analogamente, demonstra-se que BBzz
µzν “ νzµzν´1.
Proposição 1.2.9 (Regra do produto). Se U é aberto em Cd e f, g P C1pUq então
B
Bzj fg “
Bf
Bzj g ` f
Bg
Bzj ,
B
Bzj fg “
Bf
Bzj g ` f
Bg
Bzj .
Demonstração. A demonstração é uma verificação imediata a partir das definições de
B{Bzj e B{Bzj e da regra do produto para derivadas parciais reais.
Proposição 1.2.10 (Regra da cadeia complexa). Sejam U um aberto de Cd, V um aberto
de Cr, f1, . . . , fr P C1pUq, F “ pf1, . . . , frq e g P C1pV q. Suponha que F pUq Ă V e defina
h “ g ˝ F .
Então, para cada j “ 1, . . . , d, valem as seguintes regras de diferenciação:
Bh
Bzj pzq “
rÿ
k“1
ˆ Bg
Bwk pwq
Bfk
Bzj pzq `
Bg
Bwk pwq
Bfk
Bzj pzq
˙
,
Bh
Bzj pzq “
rÿ
k“1
ˆ Bg
Bwk pwq
Bfk
Bzj pzq `
Bg
Bwk pwq
Bfk
Bzj pzq
˙
para todo z P U , onde w “ F pzq.
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Demonstração. Para w P V , escrevemos w “ pw1, . . . , wrq e Υpwq “ pu1, v1, . . . , ur, vrq,
de forma que wk “ uk ` ivk. Para z P U , será denotado Υpzq “ px1, y1, . . . , xd, ydq e
fkpzq “ ukpΥpzqq`ivkpΥpzqq. Por simplicidade de notação, no cálculo de derivadas parciais
as composições das funções a serem diferenciadas com Υ e Υ´1 serão omitidas, ou seja,
Bg{Buj e Buk{Bxj , por exemplo, denotarão Bpg ˝Υ´1q{Buj e Bpuk ˝Υq{Bxj , respectivamente.
Usando a regra da cadeia ordinária, temos
Bh
Bzj pzq “
1
2
ˆ B
Bxj ´ i
B
Byj
˙
pg ˝ F qpzq
“ 12
rÿ
k“1
ˆ Bg
Buk pwq
Buk
Bxj pzq `
Bg
Bvk pwq
Bvk
Bxj pzq
˙
´ 12i
rÿ
k“1
ˆ Bg
Buk pwq
Buk
Byj pzq `
Bg
Bvk pwq
Bvk
Byj pzq
˙
“ 14
rÿ
k“1
„ Bg
Buk pwq
ˆBuk
Bxj pzq ´ i
Buk
Bxj pzq
˙
´ i BgBvk pwq
ˆBuk
Bxj pzq ´ i
Buk
Bxj pzq
˙
` 14i
rÿ
k“1
„ Bg
Buk pwq
ˆBvk
Bxj pzq ´ i
Bvk
Bxj pzq
˙
´ i BgBvk pwq
ˆBvk
Bxj pzq ´ i
Bvk
Bxj pzq
˙
` 14
rÿ
k“1
„ Bg
Buk pwq
ˆBuk
Bxj pzq ´ i
Buk
Bxj pzq
˙
` i BgBvk pwq
ˆBuk
Bxj pzq ´ i
Buk
Bxj pzq
˙
´ 14i
rÿ
k“1
„ Bg
Buk pwq
ˆBvk
Bxj pzq ´ i
Bvk
Bxj pzq
˙
` i BgBvk pwq
ˆBvk
Bxj pzq ´ i
Bvk
Bxj pzq
˙
“ 14
rÿ
k“1
ˆ Bg
Buk pwq ´ i
Bg
Bvk pwq
˙ˆBpuk ` ivkq
Bxj pzq ´ i
Bpuk ` ivkq
Byj pzq
˙
` 14
rÿ
k“1
ˆ Bg
Buk pwq ` i
Bg
Bvk pwq
˙ˆBpuk ´ ivkq
Bxj pzq ´ i
Bpuk ´ ivkq
Byj pzq
˙
“
rÿ
k“1
ˆ Bg
Bwk pwq
Bfk
Bzj pzq `
Bg
Bwj pwq
Bfk
Bzk pzq
˙
.
A demonstração da expressão de BhBzj pwq é análoga.
Observação 1.2.11. Observamos alguns casos particulares da regra da cadeia complexa.
1. Se g é holomorfa então Bg{Bwj “ 0. Logo,
Bh
Bzj pzq “
rÿ
k“1
Bg
Bwk pwq
Bfk
Bzj pzq ,
Bh
Bzj pzq “
rÿ
k“1
Bg
Bwk pwq
Bfk
Bzj pzq .
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2. Se f1, . . . , fr são holomorfas então Bfk{Bzj “ 0 e Bfk{Bzj “ Bfk{Bzj “ 0. Logo,
Bh
Bzj pzq “
rÿ
k“1
Bg
Bwk pwq
Bfk
Bzj pzq ,
Bh
Bzj pzq “
rÿ
k“1
Bg
Bwk pwq
Bfk
Bzj pzq .
3. Se r “ 1, ou seja, g é função de apenas uma variável complexa, então
Bh
Bzj pzq “
Bg
Bw pwq
BF
Bzj pzq `
Bg
Bw pwq
BF
Bzj pzq ,
Bh
Bzj pzq “
Bg
Bw pwq
BF
Bzj pzq `
Bg
Bw pwq
BF
Bzj pzq .
1.3 Integração sobre esferas real e complexa
Esta seção é dedicada à construção do elemento de superfície sobre a esfera
unitária de Cd. Para isto, será usada o elemento de superfície sobre a esfera real, aqui
definido da forma que está apresentado no Capítulo 1 de [9]. Como antes, será fixado um
inteiro d ě 2.
Definição 1.3.1. Chama-se esfera unitária de Rd, e denota-se por Sd´1, o conjunto
Sd´1 “ tx P Rd : |x| “ 1u.
Definição 1.3.2. Considere o conjunto D “ r0, pisd´2 ˆ r0, 2pis. Chama-se parametrização
de Sd´1 por coordenadas esféricas a função ξd´1 : D Ñ Sd´1 dada por
ξd´1pθ1, . . . , θd´2, θd´1q “ px1, . . . , xdq,
onde
x1 “ cos θ1, xj “ cos θj
j´1ź
k“1
sen θk se 2 ď j ď d´ 1, xd “ sen θd´1
d´2ź
k“1
sen θk.
Observação 1.3.3. A parametrização ξd´1 é sobrejetiva e contínua, logo Borel-mensurável.
Assim, se E P BpSd´1q então ξ´1d´1pEq P BpDq.
Definição 1.3.4. Define-se o elemento de superfície sobre Sd´1 como sendo a medida τd
em BpSd´1q dada por
τdpEq “
ż
G
send´2 θ1 ¨ ¨ ¨ sen θd´2 dθ1 ¨ ¨ ¨ dθd´2 dθd´1
para todo E P BpSd´1q, onde G “ ξ´1d´1pEq.
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Observação 1.3.5. Dada f : Sd´1 Ñ C, f será τd-integrável quando a integralż
D
fpξd´1pθ1, . . . , θd´1qq send´2 θ1 ¨ ¨ ¨ sen θd´2 dθ1 ¨ ¨ ¨ dθd´2 dθd´1
estiver bem definida. Neste caso, o valor acima é a integral f com respeito a τd.
A notação LppSd´1q (1 ď p ď 8) sempre se referirá ao espaço de Banach
LppSd´1,BpSd´1q, τd;Cq. O produto interno usual entre duas funções f e g em L2pSd´1q
será denotado por pf, gq, ou seja
pf, gq “
ż
Sd´1
fpxqgpxq dτdpxq. (1.3)
Observação 1.3.6. Segue de [4, Teorema 7.8] que τd é uma medida de Radon.
Observação 1.3.7. Para d ě 3, a parametrização adotada para Sd´1 pode ser escrita na
forma
ξd´1pθ1, . . . , θd´2, θd´1q “ pcos θ1, sen θ1 ξd´2pθ2, . . . , θd´2, θd´1qq.
Isto permite reduzir integrais em Sd´1 a integrais iteradas onde um dos passos é o cálculo
de uma integral sobre Sd´2. De fato, seja f P L1pSd´1q e denote D1 “ r0, pisd´3 ˆ r0, 2pis e
θ “ pθ1, . . . , θd´2q “ pθ1, θ1q. Então,ż
Sd´1
fpxq dτdpxq
“
ż
D
fpξd´1pθ, θd´1qq send´2 θ1 ¨ ¨ ¨ sen θd´2 dθ dθd´1
“
ż pi
0
send´2 θ1
ˆż
D1
fpcos θ1, ξd´2pθ1, θd´1qq send´3 θ2 ¨ ¨ ¨ sen θd´2 dθ1 dθd´1
˙
dθ1
“
ż pi
0
send´2 t
ż
Sd´2
fpcos t, x1q dτd´1px1q dt .
Proposição 1.3.8 (Integração em coordenadas polares em Rd). Se f é integrável em Rd
com respeito à medida de Lebesgue md, entãoż
Rd
fpxq dmdpxq “
ż 8
0
ż
Sd´1
rd´1fprxq dτdpxq dr.
Demonstração. Ver [4, Seção 2.7].
O fato de a identificação canônica Υd (dada na Definição 1.2.1) ser um homeo-
morfismo e a imagem da esfera unitária de Cd ser exatamente S2d´1 permite que a medida
τd seja transportada para a esfera complexa via Υd como segue.
Definição 1.3.9. A esfera unitária de Cd, denotada por Ωd, é o conjunto definido por
Ωd “ tz P Cd : |z| “ 1u.
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Definição 1.3.10. O elemento de superfície sobre Ωd é a medida σd (também denotada
simplesmente por σ) em BpΩdq dada por
σdpEq “ τ2dpΥdpEqq, E P BpΩdq.
A área de Ωd é o número
ωd “ σdpΩdq.
Observação 1.3.11. Uma função f : Ωd Ñ C é σd-integrável se sua integral com respeito
a σd, dada por ż
Ωd
f dσd “
ż
S2d´1
pf ˝Υ´1q dτ2d,
estiver bem definida.
A notação LppΩdq sempre fará referência ao espaço LppΩd,BpΩdq, σd;Cq. O
produto interno canônico de L2pΩdq é dado por
pf, gq “
ż
Ωd
fpzqgpzq dσdpzq . (1.4)
Proposição 1.3.12 (Integração em coordenadas polares em Cd). Considere a medida µd
em BpCdq dada por µdpEq “ m2dpΥpEqq. Se f P L1pCd, µdq entãoż
Cd
fpzq dµdpzq “
ż 8
0
ż
Ωd
r2d´1fprzq dσdpzq dr.
Demonstração. Segue imediatamente da fórmula análoga em Rd (Proposição 1.3.8).
Teorema 1.3.13. Para cada z P Cd, existem e são unicamente determinados θ P r0, pi{2q,
ϕ P r0, 2piq e z˜ P Ωd´1 tais que
z “ pcos θ eiϕ, sen θ z˜q . (1.5)
Além disso, para toda f integrável com respeito a σd vależ
Ωd
fpzq dσdpzq “
ż pi{2
0
ż 2pi
0
ż
Ωd´1
F pθ, ϕ, z˜q dσd´1pz˜q dϕ sen2d´3 θ cos θ dθ , (1.6)
onde F pθ, ϕ, z˜q “ fpcos θ eiϕ, sen θ z˜q.
Demonstração. Escreva z “ pz1, z1q, z1 P Cd´1. Como |z1|2 ` |z1|2 “ 1, existe um único
θ P r0, pi{2q tal que |z1| “ cos θ e |z1| “ sen θ. Assim, ficam determinados ϕ P r0, 2piq
satisfazendo z1 “ cos θ eiϕ e z˜ P Cd´1 com |z˜| “ 1 e z1 “ sen θ z˜. Isto demonstra (1.5).
Será visto agora que a decomposição acima implica (1.6). Para isto, dado z P Ωd,
escreva
Υdpzq “ px1, y1, . . . , xd, ydq “ ξ2d´1pt1, . . . , t2d´2, t2d´1q
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usando a parametrização de S2d´1 por coordenadas esféricas (Definição 1.3.2). Comparando
com (1.5) e considerando a Observação 1.3.7, devemos ter
x1 “ cos t1 “ cos θ cosϕ ,
y1 “ sen t1 cos t2 “ cos θ senϕ .
(1.7)
Defina h : p0, piq ˆ p0, piq ˆ p0, pi{2q ˆ p0, 2piq Ñ R2 por
hpt1, t2, θ, ϕq “ pcos t1 ´ cos θ cosϕ, sen t1 cos t2 ´ cos θ senϕq.
Observa-se que não há prejuízos para efeitos de integração ao considerar t1, t2, θ, ϕ diferentes
de 0 e t1, t2 diferentes de 2pi. Uma vez queˇˇˇ
Bh
Bθ
Bh
Bϕ
ˇˇˇ
“ ´12 sen 2θ ‰ 0,
o teorema da função implícita ([11, Teorema 9.28]) permite definir pθ, ϕq implicitamente
em termos de pt1, t2q: existe um único difeomorfismo g : p0, piq ˆ p0, piq Ñ p0, pi{2q ˆ p0, 2piq
tal que hpt1, t2, gpt1, t2qq “ p0, 0q, ou seja, pθ, ϕq “ pg1pt1, t2q, g2pt1, t2qq satisfaz as equações
(1.7) para todo pt1, t2q, sendo g1 e g2 as funções-coordenada de g. O teorema da função
implícita, de fato, permite definir pθ, ϕq apenas localmente em termos de pt1, t2q. No entanto,
sabemos que a cada pt1, t2q P p0, piq ˆ p0, piq existe um único pθ, ϕq P p0, pi{2q ˆ p0, 2piq
satisfazendo as equações (1.7). Esta observação permite que o teorema seja usado para
definir o difeomorfismo global g. Além disso, pelo mesmo teorema, o jacobiano de g é
det
ˆ
´
´
Bh
Bθ
Bh
Bϕ
¯´1 ´ Bh
Bt1
Bh
Bt2
¯˙
“
ˇˇˇ
Bh
Bt1
Bh
Bt2
ˇˇˇ
ˇˇˇ
Bh
Bθ
Bh
Bϕ
ˇˇˇ “ sen2 t1 sen t2´12 sen 2θ .
Segue das equações (1.7) que cos2 θ “ 1´sen2 t1 sen2 t2 e sen2 θ “ sen2 t1 sen2 t2.
Logo,
´12 sen 2θ “ ´ sen θ cos θ “ ´ sen t1 sen t2
?
1´ sen2 t1 sen2 t2
e portanto
detDgpt1, t2q “ ´ sen t1?1´ sen2 t1 sen2 t2 ,
onde Dgpt1, t2q denota a diferencial e detDgpt1, t2q o determinante jacobiano de g no
ponto pt1, t2q.
Denote F “ f ˝ Υ´1d . Usando a Observação 1.3.7, o teorema de mudança de
variáveis ([4, Teorema 2.47]) e os cálculos precedentes, segue queż
Ωd
fpzq dσdpzq “
ż
S2d´1
F pxq dτ2dpxq
“
ż pi
0
ż pi
0
sen2d´2 t1 sen2d´3 t2ż
S2d´3
F pcos t1, sen t1 cos t2, sen t1 sen t2 x2q dτ2d´2px2q dt2 dt1
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“
ż pi
0
ż pi
0
psen t1 sen t2q2d´3
a
1´ sen2 t1 sen2 t2 |detDgpt1, t2q|ż
S2d´3
F pcos t1, sen t1 cos t2, sen t1 sen t2 x2q dτ2d´2px2q dt2 dt1
“
ż pi{2
0
ż 2pi
0
sen2d´3 θ cos θż
S2d´3
F pcos θ cosϕ, cos θ senϕ, sen θ x2q dτ2d´2px2q dϕ dθ
“
ż pi{2
0
ż 2pi
0
sen2d´3 θ cos θ
ż
Ωd´1
fpcos θeiϕ, sen θ z˜q dσd´1pz˜q dϕ dθ ,
como desejado.
Observação 1.3.14. Na demonstração do teorema anterior, a relação entre os parâmetros
pt1, t2q e os parâmetros pθ, ϕq foi dada por meio de um difeomorfismo g, cujo determinante
jacobiano foi calculado por meio do teorema da função implícita. No entanto, nas equações
(1.7), θ e ϕ podem ser isolados, dando explicitamente a expressão de g:
g1pt1, t2q “ arc sen psen t1 sen t2q,
g2pt1, t2q “ arc sen
ˆ
sen t1 cos t2?
1´ sen2t1 sen2t2
˙
.
Calculando as derivadas parciais, encontra-se que
detDgpt1, t2q “ ´ sen t1?1´ sen2t1 sen2t2 ,
como antes.
Observação 1.3.15. O Teorema 1.3.13 permite calcular o volume da esfera unitária
complexa. De fato,
ωd “
ż
Ωd
dσdpzq
“
ż pi{2
0
ż 2pi
0
ż
Ωd´1
dσd´1pz˜q dϕ sen2d´3 θ cos θ dθ
“ 2piωd´1
ż pi{2
0
sen2d´3 θ cos θ dθ
“ 2piωd´1
ż 1
0
t2d´3 dt
“ piωd´1
d´ 1 ,
de onde segue recursivamente que
ωd “ pi
d´1ω1
pd´ 1q! “
pid´1
pd´ 1q!
ż
S1
dτ2 “ 2pi
d
pd´ 1q! .
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1.4 Transformações unitárias
Esta seção é dedicada a explorar a ação do grupo de transformações unitárias
sobre Cd e Ωd. Nos Capítulos 2 e 3 ficará clara a relação deste grupo com a teoria dos
harmônicos esféricos complexos.
Observação 1.4.1. Quando T for um operador linear contínuo em um espaço de Hilbert
complexo, seu adjunto será denotado por T ˚. Se T está definido em um espaço de dimensão
finita e sua matriz com respeito a uma base ortonormal é pTijqni,j“1 então a matriz de T ˚
com respeito à mesma base é pTjiqni,j“1.
O operador identidade é denotado por I, ou por IE, caso seja necessário
explicitar o espaço E onde a transformação está definida.
Definição 1.4.2. Uma transformação linear contínua u : E Ñ E em um espaço de Hilbert
complexo E se diz unitária se uu˚ “ u˚u “ I. O conjunto das transformações unitárias
em E, o qual forma um grupo com respeito à operação de composição, será denotado por
UpEq chamado grupo unitário de E. O grupo unitário de Cd será denotado por Updq.
Observação 1.4.3. Dado um espaço de Hilbert E e uma transformação linear contínua
u : E Ñ E, u é unitária se e somente se preserva produtos internos ou, equivalentemente,
preserva normas. Em particular, se u P Updq então upΩdq “ Ωd.
Observação 1.4.4. Um operador linear u em Cd é unitário se e somente se os vetores-
coluna de sua matriz com respeito à base canônica são ortonormais entre si. O mesmo
vale para os vetores-linha.
Definição 1.4.5. Sejam G um grupo e X um conjunto não vazio. Uma ação de G em X é
uma função de GˆX em X dada por pg, xq ÞÑ g ¨x, satisfazendo as seguintes propriedades:
1. g ¨ ph ¨ xq “ pghq ¨ x para todos g, h P G e x P X;
2. e ¨ x “ x para todo x P X, onde e é o elemento neutro de G.
A ação se diz transitiva se para quaisquer x, y P X existe g P G tal que g ¨ x “ y.
Proposição 1.4.6. A ação de Updq em Ωd dada por pu, zq ÞÑ uz é transitiva.
Demonstração. É imediato ver que, de fato, trata-se de uma ação de grupo. Será verificado
que para qualquer z P Ωd existe u P Updq tal que ue1 “ z. Encontrar tal transformação
unitária u equivale, pela Observação 1.4.4, a encontrar uma matriz cujos vetores-coluna
sejam ortonormais, com o primeiro deles sendo z. Para isto, basta estender tzu a uma
base ortonormal de Cd.
Por fim, dados z, w P Ωd, tomando u, v P Updq tais que ue1 “ z e ve1 “ w,
segue que vu´1 P Updq e pvu´1qz “ w.
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Observação 1.4.7. Será usada a notação
Uwpdq “ tu P Updq : uw “ wu,
onde w P Ωd é fixado. Claramente, todos os Uwpdq são subgrupos de Updq isomorfos entre
si.
Proposição 1.4.8. Dados ξ, z, w P Ωd satisfazendo xξ, zy “ xξ, wy, existe uma u P Updq
tal que uξ “ ξ e uz “ w.
Demonstração. A transitividade da ação de Updq em Ωd permite reduzir a demonstração ao
caso em que ξ “ e1. Neste caso, por hipótese, z1 “ w1. Escreva z “ pz1, z1q e w “ pz1, w1q,
com z1, w1 P Cd´1. Então, |z1| “ |w1|, logo existe u1 P Upd ´ 1q tal que u1z1 “ w1. Defina
u : Cd Ñ Cd por
u ζ “ pζ1, u1ζ 1q, ζ “ pζ1, ζ 1q P Cd.
É imediato verificar que u P Updq, ue1 “ e1 e uz “ w.
Observação 1.4.9. Pela demonstração da proposição anterior, nota-se que as transfor-
mações unitárias em Cd que preservam e1 são exatamente aquelas cuja matriz com respeito
à base canônica tem a forma ˜
1 0
0 M
¸
,
onde M é uma matriz unitária de ordem d´ 1. Portanto, existe um isomorfismo entre o
grupo Upe1q das transformações unitárias que preservam e1 (e portanto Uwpdq para w P Ωd
dado qualquer) e Upd´ 1q. Desta forma, Upd´ 1q pode ser visto como subgrupo de Updq.
Observação 1.4.10. Identificando cada elemento de Updq com sua matriz na base canô-
nica, a topologia herdada de Cd2 torna o grupo unitário um espaço topológico compacto. A
aplicação
Updq Ñ Ωd
u ÞÑ ue1
é contínua, sobrejetiva e fechada, o que implica a existência de um único homeomorfismo
ϕ entre o conjunto quociente Updq{Upd´ 1q (munido da topologia quociente) e Ωd tal que
ϕptu P Updq : ue1 “ zuq “ z para todo z P Ωd. Portanto, a esfera unitária de Cd pode ser
vista de maneira natural como o quociente Updq{Upd´ 1q.
A seção se encerra com uma discussão da preservação de medidas e integrais
em Ωd sob a ação de transformações unitárias.
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Observação 1.4.11. Uma transformação ortogonal em um espaço de Hilbert real E é uma
transformação linear contínua em E que preserva produtos internos ou, equivalentemente,
normas. Segue que se u P Updq então T “ Υd ˝ u ˝Υ´1d é uma transformação ortogonal em
R2d. De fato, dado x P R2d, é fácil verificar que x ¨ x “ xΥ´1pxq,Υ´1pxqy, logo
Tx ¨ Tx “ pΥ ˝ u ˝Υ´1qpxq ¨ pΥ ˝ u ˝Υ´1qpxq
“ xupΥ´1pxqq, upΥ´1pxqqy
“ xΥ´1pxq,Υ´1pxqy “ x ¨ x.
Proposição 1.4.12. A respeito da medida µd em Cd, valem as afirmações seguintes.
1. Se E P BpCdq e u P Updq então upEq P BpCdq e µdpupEqq “ µdpEq.
2. Se f P L1pCd, µdq e u P Updq então f ˝ u P L1pCd, µdq eż
Cd
f dµd “
ż
Cd
f ˝ u dµd .
Demonstração. É consequência imediata do resultado análogo envolvendo transformações
ortogonais e a medida de Lebesgue em R2d [4, Teorema 2.44] e da Observação 1.4.11.
Teorema 1.4.13. O elemento de superfície σd possui as seguintes propriedades.
1. Para quaisquer E P BpΩdq e u P Updq, tem-se upEq P BpΩdq e
σdpupEqq “ σdpEq.
2. Se f : Ωd Ñ C é σd-integrável e u P Updq então f ˝ u é σd-integrável eż
Ωd
pf ˝ uq dσd “
ż
Ωd
f dσd.
Demonstração. Basta demonstrar o primeiro item, pois o segundo seguirá por argumentos
de linearidade e aproximação, típicos da teoria de medida e integração. Considere a bola
unitária Bd “ tz P Cd : |z| ď 1u e denote por χE a função característica do conjunto
E. Usando a Proposição 1.4.12 e integração em coordenadas polares (Proposição 1.3.12),
segue que
2d σdpEq “
ż 1
0
ż
Ωd
r2d´1χE
`
rz
r
˘
dσdpzq dr
“
ż
Bd
χE
´
z
|z|
¯
dµdpzq
“
ż
Bd
pχE ˝ u´1q
´
z
|z|
¯
dµdpzq
“
ż
Bd
χupEq
´
z
|z|
¯
dµdpzq
“
ż 1
0
ż
Ωd
r2d´1χupEq
`
rz
r
˘
dσdpzq dr “ 2d σdpupEqq
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e, portanto, σdpupEqq “ σdpEq.
Corolário 1.4.14. Dado 1 ď p ă 8, se f P LppΩdq e u P Updq então f ˝ u P LppΩdq e
}f ˝ u}p “ }f}p. Em particular, f ÞÑ f ˝ u define um operador unitário em L2pΩdq.
1.5 Convolução esférica
Esta seção trata da noção de convolução de uma função definida na esfera Ωd
com uma função definida no disco unitário fechado de C. O material aqui exposto será
importante no desenvolvimento do Capítulo 4.
O símbolo D fará referência ao disco unitário, isto é,
D “ tz P C : |z| ď 1u.
Além disso, να denotará a medida de Borel sobre D dada por
ναpEq “
ż
E
p1´ |z|2qα dµ1pzq, E P BpDq, (1.8)
onde α ą ´1 e µ1 ˝Υ é a medida de Lebesgue em R2.
Definição 1.5.1. Sejam f P L1pΩdq e K P L1pD, ναq. A convolução de f com K é a
função f ˚K : Ωd Ñ C definida por
pf ˚Kqpwq “
ż
Ωd
fpzqKpxz, wyq dσdpzq, w P Ωd.
Os próximos dois resultados têm como consequência a desigualdade de Young.
O primeiro deles, que diz respeito a espaços de medida gerais, pode ser encontrado em [4,
p. 193] e não será demonstrado aqui. O segundo é uma útil fórmula que relaciona integrais
sobre Ωd e sobre D.
Proposição 1.5.2. Sejam pX,A, µq e pY,B, νq espaços de medida tais que µpXq ă 8 e
νpY q ă 8. Seja ainda K : X ˆ Y Ñ C uma função mensurável com respeito à medida
produto µˆν. Suponha que existe uma constante C ą 0 tal que ş
X
|Kpx, yq| dµpxq ď C para
todo y P Y e ş
Y
|Kpx, yq| dνpyq ď C para todo x P X. Dados 1 ď p ă 8 e f P LppY,B, νq,
ponha
Tfpxq “
ż
Y
Kpx, yqfpyq dνpyq.
Então, Tfpxq está bem definido para quase todo x P X, Tf P LppX,A, µq e
}Tf}p ď C}f}p.
Proposição 1.5.3. Seja K : DÑ C integrável com respeito à medida νd´2. Dado w P Ωd,
Kpx¨, wyq P L1pΩdq eż
Ωd
Kpxz, wyq dσdpzq “ pd´ 1qωd
pi
ż
D
Kpzq dνd´2pzq .
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Demonstração. Pelo Teorema 1.4.13, não há perda de generalidade em assumir que w “ e1.
Para demonstrar a igualdade neste caso, basta aplicar o Teorema 1.3.13:ż
Ωd
Kpxz, e1yq dσdpzq “
ż pi{2
0
ż 2pi
0
ż
Ωd´1
Kpcos θeiϕq sen2d´3θ cos θ dσd´1pz1q dϕ dθ
“ ωd´1
ż pi{2
0
ż 2pi
0
Kpcos θeiϕqp1´ cos2θqd´2 cos θ dϕ sen θ dθ
“ ωd´1
ż 1
0
ż 2pi
0
Kpreiϕqp1´ r2qd´2r dϕ dr
“ ωd´1
ż
D
Kpzqp1´ |z|2qd´2 dµ1pzq
“ ωd´1
ż
D
Kpzq dνd´2pzq.
Pela Observação 1.3.15, ωd´1 “ pd´ 1qωd{pi, o que encerra a demonstração.
Observação 1.5.4. A proposição anterior ocorre de maneira ligeiramente mais geral em
[?, Theorem 2.3]. No referido artigo, são obtidas diversas identidades integrais envolvendo
a esfera Ωd, subesferas, bolas e o disco D.
Teorema 1.5.5 (Desigualdade de Young). Dado 1 ď p ă 8, sejam f P LppΩdq e
K P L1pD, νd´2q. Suponha que |Kpzq| “ |Kpzq| para todo z P D. Então f ˚K P LppΩdq e
}f ˚K}p ď pd´ 1qωd
pi
}f}p}K}1,νd´2 .
Demonstração. Usando a notação da Proposição 1.5.2 (com K no lugar de K), tem-se
Tf “ f ˚K. Pela Proposição 1.5.3, basta tomar C “ pd´1qωd
pi
}K}1,νd´2 .
1.6 Harmônicos esféricos reais
Nesta seção, serão definidos os harmônicos esféricos reais e enunciados, sem
demonstração, alguns fatos necessários para uso posterior no estudo de harmônicos esféricos
complexos. O resultado principal aqui é a decomposição de L2pSd´1q como soma direta
ortogonal de espaços de harmônicos esféricos. Um objetivo secundário da apresentação
deste material é comparar as propriedades dos espaços de harmônicos esféricos reais com
as de seus análogos complexos, que serão apresentados no Capítulo 2.
Um tratamento detalhado do conteúdo desta seção, incluindo as demonstrações
dos resultados aqui mencionados, é feito no Capítulo 1 da dissertação [9]. Outras referências
sobre o assunto são [7], [14, Capítulo IV] e [3].
Definição 1.6.1. Uma função f : Rd Ñ C se diz polinomial se é definida por uma
expressão da forma
fpxq “
ÿ
αPNd, |α|ďk
cαx
α, x P Rd
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para certos cα P C, onde k P N. O espaço vetorial das funções polinomiais será denotado
por PpRdq. Se na expressão acima houver cα ‰ 0 para algum α com |α| “ k, diz-se que o
grau de f é k.
A função polinomial definida em Rd por x ÞÑ xα, onde α P Nd e |α| “ k, se diz
um monômio de grau k e é denotada por xα.
Definição 1.6.2. Dado k P N, definem-se os espaços vetoriais PkpRdq, HkpRdq, PkpSd´1q
e HkpSd´1q, também denotados simplesmente Pk, Hk, Pk e Hk, respectivamente, por
PkpRdq “ tf P PpRdq : fptxq “ tkfpxq @t P R, @x P Rdu ,
HkpRdq “ tf P PkpRdq : ∆f “ 0u ,
PkpSd´1q “ tf |Sd´1 : f P Pku ,
HkpSd´1q “ tf |Sd´1 : f P Hku .
Uma função f : Rd Ñ C (não necessariamente polinomial) satisfazendo fptxq “ tkfpxq
para todos t P R e x P Rd se diz homogênea de grau k. Os elementos de HkpSd´1q são
chamados harmônicos esféricos (reais) de grau k.
Proposição 1.6.3. As aplicações restrição
Pk Ñ Pk
f ÞÑ f |Sd´1
e
Hk Ñ Hk
f ÞÑ f |Sd´1
são isomorfismos.
Proposição 1.6.4. São válidas as afirmações abaixo.
1. O conjunto dos monômios de grau k é uma base para Pk.
2. Vale a decomposição em soma direta Pk “ Hk ‘ |x|2Pk´2 se k ě 2; tem-se ainda
P1 “ H1 e P0 “ H0.
3. As dimensões de Pk e Hk são
dimPk “ dimPk “
ˆ
d` k ´ 1
k
˙
pk ě 0q,
dimHk “ dimHk “
ˆ
d` k ´ 1
k
˙
´
ˆ
d` k ´ 3
k ´ 2
˙
pk ě 2q .
Teorema 1.6.5. Valem as afirmações a seguir.
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1. Se f P Hk e g P Hl com k ‰ l então f e g são ortogonais com respeito ao produto
interno definido em (1.3).
2. Se 1 ď p ă 8 então spanŤ8k“0Hk é denso em LppSd´1q.
3. Cada f P L2pSd´1q pode ser escrita como uma série de harmônicos esféricos da
forma
f “
8ÿ
k“0
Yk,
onde Yk P Hk. Os Yk são unicamente determinados e a série acima converge incon-
dicionalmente para f em L2pSd´1q.
O resultado acima permite fazer a seguinte decomposição em soma direta:
L2pSd´1q “
8à
k“0
Hk.
Observa-se que a soma direta acima não é no sentido algébrico, e sim naquele explicado
pelo item 3 do último teorema.
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2 Harmônicos esféricos
Este capítulo introduz os harmônicos esféricos complexos. Após serem dadas a
definição e as propriedades mais elementares, serão exploradas ortogonalidade e completude
de bases dos espaços de harmônicos esféricos no espaço de funções de quadrado integrável
sobre Ωd. O capítulo é encerrado com uma discussão do operador de Laplace-Beltrami
complexo. A exposição é baseada no Capítulo 2 da tese [8].
2.1 Harmônicos esféricos complexos
Daqui até o fim do trabalho, será fixado um inteiro d ě 2. É útil também
relembrar a identificação canônica Υd : Cd Ñ R2d definida em (1.2), bem como da notação
de multi-índices introduzida na Seção 1.2.
Definição 2.1.1. Um polinômio nas variáveis z e z é uma função f : Cd Ñ C da forma
fpzq “
ÿ
|µ|ďm,|ν|ďn
cµνz
µzν , z P Cd,
para certas constantes complexas cµν P C. O maior valor de |µ| ` |ν| para o qual cµν ‰ 0 é
chamado grau total de f . O espaço vetorial das funções polinomiais em z e z será denotado
por PpCdq.
Uma função f com expressão fpzq “ zµzν com |µ| “ m e |ν| “ n é chamada
um monômio de bigrau pm,nq. O número m` n é dito grau total de f .
Observação 2.1.2. Nota-se que f P PpCdq se e somente se f ˝Υ´1 P PpR2dq. Neste caso,
os graus totais de f e f ˝Υ´1 coincidem. A verificação desta afirmação será feita em dois
passos.
• Um polinômio em z e z de grau total m` n corresponde, via Υd, a um polinômio
em xj, yj de grau menor ou igual a m` n.
Basta verificar isto quando f é um monômio da forma fpzq “ zµzν, onde |µ| “ m e
|ν| “ n. Neste caso,
f ˝Υ´1px1, y1, . . . , xd, ydq “ px1 ` iy1qµ1 ¨ ¨ ¨ pxd ` iydqµdpx1 ´ iy1qν1 ¨ ¨ ¨ pxd ´ iydqνd ,
o que é um polinômio nas variáveis xj, yj cujo grau é µ1`¨ ¨ ¨`µd`ν1`¨ ¨ ¨`νd “ m`n.
• Polinômios de grau k em xj, yj correspondem, via Υd, a polinômios de grau total
menor ou igual a k em z e z.
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Para um monômio f ˝Υ´1px1, y1, . . . , xd, ydq “ xαyβ com |a| ` |β| “ k tem-se
fpzq “
„
1
2 pz1 ` z1q
α1
¨ ¨ ¨
„
1
2 pzd ` zdq
αd „ 1
2i pz1 ´ z1q
β1
¨ ¨ ¨
„
1
2i pzd ´ zdq
βd
,
sendo a expressão acima um polinômio de grau total α1`¨ ¨ ¨`αd`β1`¨ ¨ ¨`βd “ k.
Proposição 2.1.3. Seja K um subconjunto compacto de Cd e seja
PpKq “ tf |K : f P PpCdqu.
Então, PpKq é denso no espaço CpKq munido da norma da convergência uniforme.
Demonstração. É imediato ver que PpKq é uma subálgebra de CpKq que separa pontos, é
fechada por conjugação complexa e contém todas as funções constantes. O resultado segue
do teorema de Stone-Weierstrass (Teorema 1.1.9)
Corolário 2.1.4. Dado 1 ď p ă 8, PpΩdq é denso em LppΩdq.
Demonstração. Segue diretamente da proposição anterior e da densidade de CpΩdq em
LppΩdq (Proposição 1.1.7).
Definição 2.1.5. Dados inteiros não negativos m,n, uma função f : Cd Ñ C se diz
bihomogênea de bigrau pm,nq se
fpλzq “ λmλnfpzq, λ P C, z P Cd .
O espaço das funções pertencentes a PpCdq que são bihomogêneas de bigrau
pm,nq será denotado por Pm,npCdq, ou simplesmente Pm,n. Define-se o espaço Pm,npΩdq,
também referido pela notação Pm,n, por
Pm,n “ tf |Ωd : f P Pm,nu .
Observação 2.1.6. Se f : Cd Ñ C é bihomogênea de bigrau pm,nq então f ˝ Υ´1 é
homogênea de grau m` n. De fato, dados λ P R e x “ px1, y1, . . . , xd, ydq P R2d,
pf ˝Υ´1qpλxq “ fpλpx1 ` iy1q, . . . , λpxd ` iydqq
“ λmλnfpx1 ` iy1, . . . , xd ` iydq
“ λm`npf ˝Υ´1qpxq.
Proposição 2.1.7. Os monômios de bigrau pm,nq formam uma base para Pm,n. Além
disso, a aplicação restrição
Pm,n Ñ Pm,n
f ÞÑ f |Ωd
é um isomorfismo e
dimPm,n “ dimPm,n “
ˆ
d`m´ 1
m
˙ˆ
d` n´ 1
n
˙
.
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Demonstração. É claro que os monômios de bigrau pm,nq são bihomogêneos de bigrau
pm,nq, além de serem linearmente independentes. Para demonstrar que eles geram Pm,n,
será verificado que se f P Pm,n é dada por
fpzq “
ÿ
|µ|ďk,|ν|ďl
cµνz
µzν
então cµν “ 0 caso |µ| ‰ m ou |ν| ‰ n. Dados z P Cd e λ P C tem-se, por um lado,
fpλzq “
ÿ
|µ|ďk,|ν|ďl
cµνλ
|µ|λ|ν|zµzν
e, por outro,
fpλzq “ λmλn
ÿ
|µ|ďk,|ν|ďl
cµνz
µzν .
Logo,
0 “ fpλzq ´ fpλzq “
ÿ
|µ|ďk,|ν|ďl
cµνpλ|µ|λ|ν| ´ λmλnqzµzν
e, pela independência linear dos monômios,
cµνpλ|µ|λ|ν| ´ λmλnq “ 0
para quaisquer λ, µ e ν. Assim, quando p|µ|, |ν|q ‰ pm,nq, o coeficiente cµ,ν se anula. Isto
conclui a demonstração de que os monômios de bigrau pm,nq formam uma base para Pm,n.
A aplicação restrição de Pm,n em Pm,n é claramente linear e sobrejetiva. Suponha
que f |Ωd “ 0 para alguma f P Pm,n. Então,
fpzq “ |z|m`n f
ˆ
z
|z|
˙
“ 0, z P Cdzt0u
e, por continuidade, fp0q “ 0. Assim, f “ 0, o que demonstra a injetividade. Portanto, a
aplicação restrição define um isomorfismo e, em particular, dimPm,n “ dimPm,n.
Resta encontrar a dimensão de Pm,n, que coincide com a quantidade de pares
de multi-índices pµ, νq P Nd ˆ Nd tais que |µ| “ m e |ν| “ n. Será feita inicialmente a
contagem dos multi-índices µ. Há uma bijeção entre as d-uplas de inteiros não negativos
pµ1, . . . , µdq satisfazendo µ1 ` ¨ ¨ ¨ ` µd “ m e as pm ` d ´ 1q-uplas consistindo de m
algarismos 0 e d´ 1 algarismos 1, dada da seguinte forma:
• µ1 é a quantidade de 0’s antes do primeiro 1;
• se 2 ď j ď d´ 1, µj é o número de 0’s entre o pj ´ 1q-ésimo e o j-ésimo 1;
• µd é a quantidade de 0’s depois do último 1.
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Para a contagem das pm`d´1q-uplas, basta encontrar o número de maneiras de posicionar
os m algarismos 0, que é
`
m`d´1
m
˘
. Assim, há
`
m`d´1
m
˘
multi-índices µ P Nd tais |µ| “ m.
Analogamente, o número de elementos ν P Nd com |ν| “ n é `n`d´1
n
˘
. Multiplicando estes
dois números, tem-se a dimensão desejada.
Definição 2.1.8. Dados m,n P N, será representado por Hm,npCdq, ou simplesmente Hm,n,
o espaço vetorial dos polinômios pertencentes a Pm,n que são harmônicos. Um elemento
deste espaço será chamado harmônico sólido complexo de bigrau pm,nq.
O espaço Hm,npΩdq, também denotado por Hm,n, é definido por
Hm,n “ tf |Ωd : f P Hm,nu
e seus elementos são chamados harmônicos esféricos complexos de bigrau pm,nq.
A fim de decompor Pm,n em uma soma direta envolvendo espaços de harmônicos
sólidos, será introduzido um novo produto interno em Pm,n, que envolve operadores
diferenciais associados a polinômios. Mais precisamente, dado f P PpCdq com expressão
fpzq “
ÿ
|µ|ďm,|ν|ďn
cµνz
µzν ,
definem-se os operadores diferenciais
fpDq “
ÿ
|µ|ďm,|ν|ďn
cµν
B|µ|`|ν|
Bzµzν , fpDq “
ÿ
|µ|ďm,|ν|ďn
cµν
B|µ|`|ν|
Bzµzν .
Lema 2.1.9. A expressão
rf, gs “ fpDqg (2.1)
define um produto interno em Pm,n.
Demonstração. O resultado seguirá imediatamente ao se provar que vale a expressão
rf, gs “
ÿ
|µ|“m,|ν|“n
µ!ν!cµνdµν (2.2)
se fpzq “ ř|µ|“m,|ν|“n cµνzµzν e gpzq “ ř|µ|“m,|ν|“n dµνzµzν . Por linearidade, basta que a
equação acima seja verificada quando f e g são monômios. Suponha, pois, que fpzq “ zµzν
e gpzq “ zξzη, onde |µ| “ |ξ| “ m e |ν| “ |η| “ n. Então,
rf, gs “ B
m`n
Bz1µ1 ¨ ¨ ¨ BzdµdBzν11 ¨ ¨ ¨ Bzνdd
pz1ξ1 ¨ ¨ ¨ zdξdzη11 ¨ ¨ ¨ zηdd q.
Se pµ, νq “ pξ, ηq então rf, gs “ µ!ν!. Caso µ ‰ ξ, tem-se µj ą ξj para algum j, logo
Bµj
Bzjµj pzjξjq “ 0 e portanto rf, gs “ 0. Analogamente, rf, gs se anula quando ν ‰ η. Isto
demonstra que, quando f e g são monômios, a expressão (2.2) é válida.
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Lema 2.1.10. Dada f P Pm,n, ∆p2dqf P Pm´1,n´1 e
r∆p2dqf, gs “ 4rf, |z|2gs, g P Pm´1,n´1.
Demonstração. Por argumentos de linearidade, é suficiente demonstrar as afirmações do
enunciado quando f e g são monômios. Sendo assim, considere fpzq “ zµzν , com |µ| “ m
e |ν| “ n. Então,
∆p2dqfpzq “ 4
dÿ
j“1
B2
BzjBzj pz
µ1
1 ¨ ¨ ¨ zµdd z1ν1 ¨ ¨ ¨ zdνdq
“ 4
dÿ
j“1
µjνjz
µ1
1 ¨ ¨ ¨ zµj´1j ¨ ¨ ¨ zµdd z1ν1 ¨ ¨ ¨ zjνj´1 ¨ ¨ ¨ zdνd ,
logo ∆p2dqf P Pm´1,n´1. Seja gpzq “ zξzη com |ξ| “ m´ 1 e |η| “ n´ 1. Tem-se que
|z|2gpzq “
dÿ
j“1
zξ11 ¨ ¨ ¨ zξj`1j ¨ ¨ ¨ zξdd z1η1 ¨ ¨ ¨ zjηj`1 ¨ ¨ ¨ zdηd
e, em particular, |z|2g P Pm,n.
Serão considerados dois casos. Suponha, primeiramente, que
pµ1, . . . , µj ´ 1, . . . , µd, ν1, . . . , νj ´ 1, . . . , νdq “ pξ1, . . . , ξj, . . . , ξd, η1, . . . , ηj, . . . , ηdq
para algum j P t1, . . . , du. Neste caso, usando a expressão (2.2),
r∆p2dqf, gs “ 4µjνjξ!η! “ 4µ!ν! “ 4rf, |z|2gs.
Agora, se pµ1, . . . , µj ´ 1, . . . , µd, ν1, . . . , νj ´ 1, ¨ ¨ ¨ , νdq ‰ pξ, ηq para todo j “ 1, . . . , d
então tanto r∆p2dqf, gs quanto rf, |z|2gs se anulam.
Teorema 2.1.11. Vale a decomposição em soma direta
Pm,n “ Hm,n ‘ |z|2Pm´1,n´1
se m,n ě 1. Além disso, Pm,0 “ Hm,0 e P0,n “ H0,n.
Demonstração. É fácil ver que todo monômio de bigrau pm, 0q ou p0, nq é harmônico, de
onde segue imediatamente que Pm,0 “ Hm,0 e P0,n “ H0,n. Param,n ě 1, será demonstrado
que Hm,n “ p|z|2Pm´1,n´1qK com respeito ao produto interno r¨, ¨s. De fato, dada f P Pm,n,
usando o lema anterior,
f P Hm,n ô ∆p2dqf “ 0
ô r∆p2dqf, gs “ 0, @g P Pm´1,n´1
ô rf, |z|2gs “ 0, @g P Pm´1,n´1
ô f P p|z|2Pm´1,n´1qK.
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Corolário 2.1.12. Seja f P PpCdq. Então, existem f0, f1, . . . , fr, onde r “ m ^ n1, tais
que fj P Hm´j,n´j para todo j “ 0, 1, . . . , r e
fpzq “ f0pzq ` |z|2f1pzq ` ¨ ¨ ¨ ` |z|2rfrpzq.
Portanto, a restrição de cada polinômio a Ωd é uma soma finita de harmônicos esféricos.
Demonstração. Temos pela Proposição 2.1.7 que PpCdq “ Àm,nPN Pm,n, de forma que
basta verificar o resultado no caso em que f é um polinômio bihomogêneo. Assim, para
a primeira afirmação, basta aplicar indutivamente o Teorema 2.1.11. A segunda segue
imediatamente tomando restrições a Ωd.
Proposição 2.1.13. A aplicação restrição
Hm,n Ñ Hm,n
f ÞÑ f |Ωd
é um isomorfismo e
dimHm,n “ dimHm,n “
ˆ
m` d´ 1
m
˙ˆ
n` d´ 1
n
˙
´
ˆ
m` d´ 2
m´ 1
˙ˆ
n` d´ 2
n´ 1
˙
sempre que m,n ě 1.
Demonstração. A aplicação restrição define um isomorfismo entre Pm,n e Pm,n (Proposição
2.1.7) e a imagem de Hm,n por este isomorfismo é Hm,n. Logo, estes espaços são isomorfos
e, portanto, têm a mesma dimensão. O Teorema 2.1.11 implica que
dimHm,n “ dimPm,n ´ dimPm´1,n´1
e um novo uso da Proposição 2.1.7 encerra a demonstração.
Esta seção será encerrada com uma exploração das relações entre harmônicos
esféricos reais e complexos. O resultado principal, retirado de [12, Capítulo 12], é a
decomposição de HkpS2d´1q em uma soma direta de espaços de harmônicos esféricos
complexos.
Proposição 2.1.14. Se f P Hm,npCdq então f ˝Υ´1 P Hm`npR2dq.
Demonstração. Segue diretamente das Observações 2.1.2 e 2.1.6 e da Proposição 1.2.6.
Teorema 2.1.15. Vale o seguinte isomorfismo de espaços vetoriais:
HkpS2d´1q –
kà
j“0
Hj,k´jpΩdq.
1 Aqui, m^ n denota mintm,nu.
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Demonstração. Inicialmente, será visto que se f P Hj,k´j e g P Hl,k´l com j ‰ l então
pf, gq “ 0. Para todo θ P R, a multiplicação por eiθ define uma transformação unitária em
C2d. Fazendo uso do Teorema 1.4.13,
pf, gq “
ż
Ωd
fpeiθzqgpeiθzq dσdpzq
“
ż
Ωd
eirj´pk´jqsθfpzqeirpk´lq´lsθgpzq dσdpzq
“ e2ipj´lqθ pf, gq.
Basta, pois, escolher θ com e2ipj´lqθ ‰ 1.
A afirmação acima e a Proposição 2.1.14 permitem concluir que a soma dos
subespaços Hj,k´j em L2pΩdq é direta e uma cópia isomorfa desta está contida em Hk.
Resta verificar que tal soma é todo o Hk. Para isto, será demonstrado que para toda
h P HkpR2dq existem funções f0, f1, . . . , fk tais que fj P Hj,k´j, j “ 0, 1, . . . , k, e
h ˝Υ “
kÿ
j“0
fj. (2.3)
Ao tomar a restrição a Ωd na igualdade acima, a demonstração do teorema estará encerrada.
Primeiramente, será verificado que a expressão (2.3) pode ser escrita para certas
fj P Pj,k´j. Sabe-se da Observação 2.1.2 que h ˝Υ é um polinômio em z e z de grau total
k. Logo, pode-se escrever
ph ˝Υqpzq “
kÿ
j“0
ÿ
p|µ|,|ν|q“pj,k´jq
cµνz
µzν
para certos cµν P C. Basta, pois, tomar
fjpzq “
ÿ
p|µ|,|ν|q“pj,k´jq
cµνz
µzν .
Resta apenas a verificação de que as fj acima são harmônicas. É imediato que
∆p2dqf0 e ∆p2dqfk se anulam. Logo, pela Proposição 1.2.6,
0 “ ∆h “ ∆p2dqph ˝Υq “
k´1ÿ
j“1
∆p2dqfj.
Para cada j, tem-se ∆p2dqfj P Pj´1,k´j´1. Assim, se alguma ∆p2dqfj for não nula, a expressão
acima será uma soma de funções linearmente independentes que se anula, uma contradição.
Portanto ∆p2dqfj “ 0 para todo j.
2.2 Ortogonalidade e completude dos harmônicos esféricos
Nesta seção, será visto que L2pΩdq se decompõe como soma direta de espaços
de harmônicos esféricos, analogamente ao que ocorre no caso da esfera real, mencionado na
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Seção 1.6. Em outros termos, cada função de quadrado integrável sobre a esfera complexa
pode ser escrita como uma série de harmônicos esféricos, com convergência em média
quadrática.
Proposição 2.2.1. Se f P Hm,n e g P Hk,l com pm,nq ‰ pk, lq então pf, gq “ 0.
Demonstração. O caso em que m` n “ k ` l já foi verificado no início da demonstração
do Teorema 2.1.15. Considere, então, o caso em que m` n ‰ k` l. Pela Proposição 2.1.14,
f ˝Υ´1 P Hm`npS2d´1q e g P Hk`lpS2d´1q. Assim,
pf, gq “
ż
Ωd
fg dσd “
ż
S2d´1
pf ˝Υ´1qpg ˝Υ´1q dτ2d “ pf ˝Υ´1, g ˝Υ´1q “ 0,
pelo Teorema 1.6.5.
Proposição 2.2.2. Se 1 ď p ă 8, então o subespaço vetorial gerado por Ťm,nPNHm,n é
denso em LppΩdq.
Demonstração. Pelo Corolário 2.1.12, a restrição de cada polinômio à esfera é soma finita
de harmônicos esféricos. O resultado segue imediatamente do Corolário 2.1.4.
Teorema 2.2.3. Dada f P L2pΩdq, existem harmônicos esféricos unicamente determinados
Y pm,nq P Hm,n, para m,n P N tais que
f “
ÿ
m,nPN
Y pm,nq,
onde a série acima converge incondicionalmente para f na norma de L2pΩdq. Além disso,
}f}22 “
ÿ
m,nPN
}Y pm,nq}22.
Demonstração. Para cada m,n P N, seja tY pm,nq1 , . . . , Y pm,nqdm,n u uma base ortonormal de
Hm,n, onde dm,n “ dimHm,n. Então, por consequência das Proposições 2.2.1 e 2.2.2,Ť
m,nPNtY pm,nq1 , . . . , Y pm,nqu é um conjunto ortonormal completo em L2pΩdq. Segue da
teoria dos espaços de Hilbert que
f “
ÿ
m,nPN
dm,nÿ
j“1
pf, Y pm,nqj qY pm,nqj ,
com a série acima incondicionalmente convergente a f em L2pΩdq. Além disso,
}f}22 “
ÿ
m,nPN
dm,nÿ
j“1
|pf, Y pm,nqj q|2.
Basta, pois, tomar
Y pm,nq “
dm,nÿ
j“1
pf, Y pm,nqj qY pm,nqj
e notar que }Y pm,nq}22 “
řdm,n
j“1 |pf, Y pm,nqj q|2.
Capítulo 2. Harmônicos esféricos 44
Observação 2.2.4. O teorema demonstrado acima permite escrever
L2pΩdq “
à
m,nPN
Hm,n .
Ressalta-se que a soma direta em questão não é algébrica, e sim no sentido já explicado de
que cada elemento de L2pΩdq é uma série cujo termo geral pertence a Hm,n, com m,n P N.
Observação 2.2.5. Os resultados sobre harmônicos esféricos reais e sua relação com seus
análogos complexos permitem dar outra demonstração ao Teorema 2.2.3. Usando a notação
da demonstração do referido teorema, para cada k P N, a Proposição 2.1.14 e o Teorema
2.1.15 implicam que
Ťk
j“0tY pj,k´jq1 ˝Υ´1, . . . , Y pj,k´jqdj,k´j ˝Υ´1u é base ortonormal de HkpS2d´1q.
Como consequência do Teorema 1.6.5,
Ť8
k“0
Ťk
j“0tY pj,k´jq1 ˝Υ´1, . . . , Y pj,k´jqdj,k´j ˝Υ´1u é um
conjunto ortonormal completo em L2pS2d´1q, o que implica que Ťm,nPNtY pm,nq1 , . . . , Y pm,nqdm,n u
é ortonormal completo em L2pΩdq. Como antes, o resultado segue da teoria dos espaços de
Hilbert.
2.3 O operador de Laplace-Beltrami e seus autoespaços
Com o uso de formas diferenciais, é possível definir o operador de Laplace-
Beltrami para funções f definidas em uma variedade riemanniana qualquer. Tal operador
generaliza o laplaciano usual de Rd. Quando a variedade em questão é a esfera Sd´1, imersa
em Rd, isto coincide com a restrição à esfera do laplaciano da extensão homogênea de
grau 0 de f (este fato é verificado com detalhes em [13, p. 164-168]). Isto motiva uma
construção análoga para a esfera complexa.
O objetivo desta seção é a definição do laplaciano esférico complexo e a deter-
minação de seus autovalores e autoespaços. Será visto que os autovetores deste operador
são precisamente os harmônicos esféricos.
Definição 2.3.1. Dada f : Ωd Ñ C, denote por f˜ a extensão bihomogênea de bigrau p0, 0q
de f a Cdzt0u, definida por
f˜pzq “ f
ˆ
z
|z|
˙
, z ‰ 0.
Quando existir ∆p2dqf˜ , o laplaciano esférico complexo de f , ou operador de Laplace-Beltrami
aplicado a f , é a função ∆Ωf : Ωd Ñ C definida por
∆Ωf “ p∆p2dqf˜q|Ωd .
Observação 2.3.2. Dada f P Pm,n, seja F P Pm,n tal que F |Ωd “ f . Então, pela bihomo-
geneidade de F ,
F pzq “ |z|m`nf
ˆ
z
|z|
˙
“ |z|m`nf˜pzq.
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Lema 2.3.3. Dado um aberto V de Cd satisfazendo upV q Ă V sempre que u P Updq, vale
a igualdade
∆p2dqpf ˝ uq “ p∆p2dqfq ˝ u ,
para toda f P C2pV q e toda u P Updq.
Demonstração. Dada u P Updq, seja pujkqdj,k“1 a matriz de u com respeito à base canônica
de Cd. Dado z P V , tome w “ pw1, . . . , wdq “ uz. Temos
w “
˜
dÿ
k“1
u1kzk, . . . ,
dÿ
k“1
udkzk
¸
.
Então, pela regra da cadeia complexa (Proposição 1.2.10),
B
Bzj pf ˝ uqpzq “
dÿ
l“1
ˆ Bf
Bwl pwq
Bwl
Bzj pzq `
Bf
Bwl pwq
Bwl
Bzj pzq
˙
“
dÿ
l“1
Bf
Bwl pwqulj
e
B2
BzjBzj pf ˝ uqpzq “
dÿ
l“1
ulj
B
Bzj
ˆ Bf
Bwl pwq
˙
“
dÿ
l“1
ulj
dÿ
k“1
ˆ B2f
BwkBwl pwq
Bwk
Bzj `
B2f
BwkBwl pwq
Bwk
Bzj
˙
“
dÿ
l“1
dÿ
k“1
uljukj
B2f
BwkBwl pwq.
Portanto, usando o fato de que a matriz de u é unitária, segue que
∆p2dqpf ˝ uqpzq “ 4
dÿ
j“1
dÿ
l“1
dÿ
k“1
uljukj
B2f
BwkBwl pwq
“ 4
dÿ
k“1
B2f
BwkBwk puzq
“ p∆p2dqfq ˝ upzq,
o que conclui a demonstração.
Corolário 2.3.4. Seja f : Ωd Ñ C e, usando a notação da Definição 2.3.1, suponha que
f˜ P C2pCdzt0uq. Então,
∆Ωpf ˝ uq “ p∆Ωfq ˝ u, u P Updq.
Demonstração. O Lema 2.3.3 aplicado a f˜ diz que
∆p2dqpf˜ ˝ uqpzq “ p∆p2dqf˜q ˝ upzq, z ‰ 0.
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Vejamos agora que f˜ ˝ u “ h˜, onde h “ f ˝ u. De fato,
h˜pzq “ h
ˆ
z
|z|
˙
“ pf ˝ uq
ˆ
z
|z|
˙
“ f
ˆ
uz
|z|
˙
“ f
ˆ
uz
|uz|
˙
“ f˜puzq
para todo z ‰ 0. Assim,
p∆p2dqh˜qpzq “ p∆p2dqf˜qpuzq, z P Cdzt0u.
Tomando a restrição a Ωd na expressão acima, segue que ∆Ωh “ p∆Ωfq ˝ u, o que dá o
resultado desejado.
Observação 2.3.5. O corolário acima diz que o operador de Laplace-Beltrami comuta
com transformações unitárias. Operadores deste tipo serão estudados em geral na Seção
3.4, onde será demonstrado que a restrição de ∆Ω a Hm,n coincide com a multiplicação
por uma constante λm,n. O restante da seção é dedicado a calcular os λm,n explicitamente.
Lema 2.3.6. Se f P C1pCdq é bihomogênea de bigrau pm,nq então vale a relação de Euler:
dÿ
j“1
ˆ
zj
Bf
Bzj ` zj
Bf
Bzj
˙
“ pm` nqf .
Demonstração. Dados λ P C e z P Cd, tem-se
fpλzq “ λmλnfpzq. (2.4)
Considere as funções gk definidas em Cd`1 por gkpλ, zq “ λzk e sejam G “ pg1, . . . , gkq e
h “ f ˝G. Assim, hpλ, zq “ fpλzq. Derivando (2.4) com respeito a λ, com uso da regra da
cadeia (Proposição 1.2.10) no lado esquerdo, segue que
Bh
Bλpλ, zq “
dÿ
j“1
Bf
Bzj pλzq
Bgj
Bλ pλ, zq “ mλ
m´1λnfpzq,
ou seja,
dÿ
j“1
zj
Bf
Bzj pλzq “ mλ
m´1λnfpzq.
Então, fazendo λ “ 1,
dÿ
j“1
zj
Bf
Bzj pzq “ mfpzq.
Analogamente, por diferenciação com respeito a λ verifica-se que
dÿ
j“1
zj
Bf
Bzj pzq “ nfpzq,
o que encerra a demonstração.
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Lema 2.3.7. Se f P C2pCdq é bihomogênea de bigrau pm,nq então
∆p2dqp|z|´pm`nqfq “ |z|´pm`nq∆p2dqf ´ pm` nqpm` n` 2d´ 2q|z|´pm`n`2qf .
Demonstração. Dado z P Cd, usando a regra do produto (Proposição 1.2.9), tem-se
B
Bzj
`|z|´pm`nqfpzq˘ “ BBzj p|z|´pm`nqqfpzq ` |z|´pm`nq BfBzj pzq
“ ´m` n2 zj|z|
´pm`n`2qfpzq ` |z|´pm`nq BfBzj pzq .
Derivando a igualdade acima com respeito a zj, obtém-se
B2
BzjBzj
`|z|´pm`nqfpzq˘ “ ´m` n2
„
|z|´pm`n`2qfpzq ` zj BBzj
`|z|´pm`n`2qfpzq˘
´ m` n2 zj|z|
´pm`n`2q Bf
Bzj pzq ` |z|
´pm`nq B2f
BzjBzj pzq
“ ´m` n2 |z|
´pm`n`2qfpzq
´ m` n2
ˆ
´m` n` 22 zjzj|z|
´pm`n`4qfpzq
˙
´ m` n2 zj|z|
´pm`n`2q Bf
Bzj pzq
´ m` n2 zj|z|
´pm`n`2q Bf
Bzj pzq
` |z|´pm`nq B
2f
BzjBzj pzq
“ |z|´pm`nq B
2f
BzjBzj pzq
´ m` n2 |z|
´pm`n`2q
ˆ
zj
Bf
Bzj pzq ` zj
Bf
Bzj pzq
˙
´ m` n2 |z|
´pm`n`4q
ˆ
|z|2 ´ m` n` 22 zjzj
˙
fpzq .
Somando para j “ 1, . . . , d e usando o Lema 2.3.6,
∆p2dqp|z|´pm`nqfqpzq “ |z|´pm`nq∆p2dqfpzq
´ 2pm` nq|z|´pm`n`2qpm` nqfpzq
´ pm` nq|z|´pm`n`4qr2d|z|2 ´ pm` n` 2q|z|2sfpzq
“ |z|´pm`nq∆p2dqfpzq ´ pm` nqpm` n` 2d´ 2q|z|´pm`n`2qfpzq
e, portanto, segue o resultado.
Teorema 2.3.8. Para cada k P N, os elementos de Hm,n, onde m`n “ k, são autovetores
do operador de Laplace-Beltrami em Ωd associados ao autovalor ´kpk ` 2d´ 2q.
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Demonstração. Seja f P Hm,n, com m ` n “ k. Então, F “ |z|m`nf˜ P Hm,n. Usando o
Lema 2.3.7 e o fato de F ser harmônica,
∆p2dqf˜pzq “ ´kpk ` 2d´ 2q|z|´pk`2qF pzq.
Tomando a restrição à esfera unitária, segue que
p∆Ωfqpzq “ ´kpk ` 2d´ 2qfpzq, z P Ωd ,
o que demonstra que f é autovetor de ∆Ω associado ao autovalor ´kpk ` 2d´ 2q.
Observação 2.3.9. Seguirá da Seção 3.4 que os únicos autovetores possíveis para um
operador que comuta com transformações unitárias, em particular ∆Ω, são os harmônicos
esféricos. Sendo assim, os únicos autovalores de ∆Ω são os números ´kpk` 2d´ 2q, k P N,
e seus respectivos autoespaços sãoà
m`n“k
Hm,n – HkpS2d´1q.
Desta forma, os autovalores e autovetores de ∆Ω coincidem com os do operador de Laplace-
Beltrami sobre a esfera real S2d´1, os quais são discutidos em [9, Seção 2.2].
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3 Harmônicos Zonais
Dentre os elementos de Hm,n, destaca-se um que é constante em subesferas de
Ωd, o chamado harmônico zonal. Este capítulo se dedica à definição e às propriedades
deste tipo especial de harmônico esférico, como sua relação com o subgrupo de Updq
das transformações que preservam um dado ponto de Ωd e sua expressão em termos de
polinômios de Jacobi, conhecida como fórmula da adição. Com o auxílio de tal fórmula, será
demonstrada a versão complexa do conhecido teorema de Funk-Hecke. Por fim, o harmônico
zonal é usado para dar uma caracterização dos espaços de harmônicos esféricos como os
subespaços minimais de L2pΩdq que são deixados invariantes pela ação de transformações
unitárias.
A não ser pela última seção, a apresentação dos conceitos e resultados deste
capítulo segue o que é feito para o caso da esfera real em [9, Capítulo 2]. Em cada seção,
serão dadas as referências específicas dos resultados lá contidos.
3.1 Definição e primeiras propriedades
O resultado mais importante desta seção, que serve como definição para o
harmônico zonal e dá algumas de suas propriedades imediatas, foi retirado de [12, Se-
ção 12.2]. Este harmônico é construído de forma que o operador de convolução associado a
ele coincide com a projeção ortogonal de L2pΩdq sobre Hm,n.
Nesta seção, será fixado um par de multi-índices pm,nq P N2. Será usada a
notação dm,n “ dimHm,n, enquanto a projeção ortogonal de L2pΩdq sobre Hm,n será
denotada por pim,n.
Lema 3.1.1. Se f P Hm,n e u P Updq então f ˝ u P Hm,n.
Demonstração. Tem-se f “ F |Ωd para alguma F P Hm,n. Da bihomogeneidade de F e
da linearidade de u segue que F ˝ u é bihomogênea de bigrau pm,nq. Além disso, F é
harmônica e então, pelo Lema 2.3.3,
∆p2dqpF ˝ uq “ p∆p2dqF q ˝ u “ 0.
Assim, F ˝ u P Hm,n, portanto f ˝ u P Hm,n.
Teorema 3.1.2. Dado w P Ωd, existe um único Zpm,nqw P Hm,n tal que
ppim,nfqpwq “ pf, Zpm,nqw q, f P L2pΩdq. (3.1)
A função Zpm,nqw ainda satisfaz as propriedades a seguir.
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1. Para qualquer z P Ωd,
Zpm,nqw pzq “ Zpm,nqz pwq.
2. Dados z P Ωd e f P L2pΩdq,
ppim,nfqpzq “
ż
Ωd
fpζqZpm,nqζ pzq dσpζq.
3. Dada u P Updq
Zpm,nquw “ Zpm,nqw ˝ u´1.
4. Se u P Updq e uw “ w, então
Zpm,nqw “ Zpm,nqw ˝ u.
5. Se tY1, . . . , Ydm,nu é base ortonormal de Hm,n então
Zpm,nqw pzq “
dm,nÿ
j“1
YjpwqYjpzq.
6. O valor de Zpm,nqw pwq independe de w. Mais precisamente, dada uma base ortonormal
tY1, . . . , Ydm,nu de Hm,n,
Zpm,nqw pwq “
dm,nÿ
j“1
|Yjpwq|2 “ dm,n
ωd
.
7. A norma L2 de Zpm,nqw é
}Zpm,nqw }2 “
ˆ
dm,n
ωd
˙ 1
2
.
8. Para todo z P Ωd,
|Zpm,nqw pzq| ď Zpm,nqw pwq.
Demonstração. A associação f ÞÑ ppim,nfqpwq define um funcional linear contínuo em
L2pΩdq. Com isto, a existência e unicidade de Zpm,nqw P L2pΩdq satisfazendo (3.1) segue
do Teorema de Representação de Riesz. Deve ser verificado que Zpm,nqw P Hm,n. Para isto,
basta mostrar que pf, Zpm,nqw q “ 0 sempre que f for ortogonal a Hm,n. Ora,
f P HKm,n ùñ pim,nf “ 0 ùñ pf, Zpm,nqw q “ pim,nfpwq “ 0.
Seguem abaixo as demonstrações das demais propriedades. Por simplicidade de escrita, o
índice superior será omitido da notação de Zpm,nqw .
1. Pela propriedade que define Zw,
Zwpzq “ pZw, Zzq “ pZz, Zwq “ Zzpwq.
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2. Pelo item 1,
pim,nfpzq “ pf, Zzq “
ż
Ωd
fpζqZzpζq dσpζq “
ż
Ωd
fpζqZζpzq dσpζq.
3. Pelo Lema 3.1.1, Zw ˝ u´1 P Hm,n. Dada f P Hm,n,
pf, Zuwq “ pim,nfpuwq “ f ˝ upwq “ pim,npf ˝ uqpwq “ pf ˝ u, Zwq “ pf, Zw ˝ u´1q,
pelo Teorema 1.4.13. Portanto, Zuw “ Zw ˝ u´1.
4. Se uw “ w então, pelo item 3
Zw “ Zu´1w “ Zw ˝ u.
5. Sabe-se da álgebra linear que
Zw “
dm,nÿ
j“1
pZw, YjqYj.
Uma vez que pZw, Yjq “ pYj, Zwq “ Yjpwq, segue que
Zw “
dm,nÿ
j“1
YjpwqYj.
6. Seja w˜ P Ωd e tome u P Updq tal que uw˜ “ w. Pelo item 3,
Zwpwq “ Zuw˜pwq “ Zw˜pu´1wq “ Zw˜pw˜q,
o que demonstra que Zwpwq não depende de w. Usando o item 5 com z “ w,
Zwpwq “
dm,nÿ
j“1
|Yjpwq|2.
Além disso,
Zwpwq “ Zwpwq 1
ωd
ż
Ωd
dσ
“ 1
ωd
ż
Ωd
Zζpζq dσpζq
“ 1
ωd
dm,nÿ
j“1
ż
Ωd
|Yjpζq|2 dσpζq
“ 1
ωd
dm,nÿ
j“1
}Yj}22
“ dm,n
ωd
.
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7. Segue do item anterior que
}Zw}22 “ pZw, Zwq “ Zwpwq “ dm,nωd .
8. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
|Zwpzq| “ |pZw, Zzq| ď }Zw}2}Zz}2 “ dm,n
ωd
“ Zwpwq.
Assim, a demonstração está concluída.
Definição 3.1.3. Dado w P Ωd, a função Zpm,nqw P Hm,n do Teorema 3.1.2 é chamada
harmônico zonal de bigrau pm,nq com polo w.
Proposição 3.1.4. Se f P Hm,n e f ˝ u “ f para toda u P Updq satisfazendo uw “ w,
então f é um múltiplo escalar de Zpm,nqw .
Demonstração. Será verificada inicialmente a seguinte afirmação: para cada c P C, existe
um único h P Hm,n tal que hpe1q “ c e h ˝ u “ h sempre que u P Ue1pdq. A existência é
clara do item 4 do Teorema 3.1.2: basta tomar h “ c Zpm,nqe1 {Zpm,nqe1 pe1q. Para demonstrar a
unicidade, será encontrada uma expressão bem determinada para h.
Dado z P Cd, denote z “ pz1, z1q. Dada u P Ue1pdq, pode-se escrever (Observação
1.4.9) uz “ pz1, u1z1q, com u1 P Upd´ 1q. Tome f P Hm,npCdq tal que f |Ωd “ h. Como f é
combinação linear de monômios de bigrau pm,nq, reagrupando estes monômios em função
da potência das variáveis z1 e z1, é possível escrever
fpzq “
mÿ
j“0
nÿ
k“0
fj,kpz1q zm´j1 z1n´k ,
para certos fj,k P Pj,kpCd´1q. Assim, dada u P Updq que fixa e1,
fpzq “ pf ˝ uqpzq “
mÿ
j“0
nÿ
k“0
pfj,k ˝ u1qpz1q zm´j1 z1n´k.
As duas expressões para fpzq obtidas acima são polinômios em z1 e z1. Comparando
coeficientes, segue que
fj,k “ pfj,k ˝ u1q, u1 P Upd´ 1q.
Dado z1 P Cd´1zt0u, existe uma u1 P Upd´ 1q tal que u1pz1{|z1|q “ e˜1, onde e˜1
denota o primeiro vetor da base canônica de Cd´1. Usando a bihomogeneidade de fj,k,
fj,kpz1q “ |z1|j`k pfj,k ˝ u1qpz1{|z1|q “ cj,k|z1|j`k,
onde cj,k “ fj,kpe˜1q. Então,
|z1|j`k “ pz2z2 ` ¨ ¨ ¨ ` zdzdqpj`kq{2
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deve ser uma combinação linear de monômios em z1 e z1 de bigrau pj, kq quando cj,k ‰ 0.
Isto implica que cj,k “ 0 quando j ` k é ímpar. Se j ` k é par, o lado direito da expressão
acima é uma soma de monômios de bigrau exatamente ppj ` kq{2, pj ` kq{2q. A fim de
que este bigrau coincida com pj, kq, deve haver necessariamente j “ k. Portanto, cj,k “ 0
quando j ‰ k. Consequentemente,
fpzq “
m^nÿ
j“0
cj z
m´j
1 z1
n´j |z1|2j
para certas constantes cj P C.
Vejamos que as constantes cj são unicamente determinadas a partir do valor
c0 “ fpe1q “ c. Para k ě 2, tem-se
Bf
Bzk pzq “
m^nÿ
j“0
cj z
m´j
1 z1
n´j B
Bzj p|z
1|2jq “
m^nÿ
j“1
jcj z
m´j
1 z1
n´jzk|z1|2pj´1q .
Logo,
B2f
BzkBzk pzq “
m^nÿ
j“1
jcj z
m´j
1 z1
n´j B
Bzk pzk |z
1|2pj´1qq
“
m^nÿ
j“1
jcj z
m´j
1 z1
n´j “|z1|2pj´1q ` pj ´ 1qzkzk|z1|2pj´2q‰ .
Usando o fato de que f é harmônica, obtemos
0 “ 14∆p2dqf
“ B
2f
Bz1Bz1 pzq `
dÿ
k“2
B2f
BzkBzk pzq
“
m^n´1ÿ
j“0
pm´ jqpn´ jqcj zm´j´11 z1n´j´1 |z1|2j
`
m^nÿ
j“1
pd` j ´ 1qjcjzm´j1 z1n´j |z1|2pj´1q
“
m^nÿ
j“1
rpm´ j ` 1qpn´ j ` 1qcj´1 ` pd` j ´ 1qjcjszm´j1 z1n´j |z1|2pj´1q
e, portanto,
cj “ ´pm´ j ` 1qpn´ j ` 1qpd` j ´ 1qj cj´1, j “ 1, . . . ,m^ n.
Isto deixa as constantes cj bem determinadas, demonstrando a unicidade de h.
Agora, suponha f P Hm,n como no enunciado. Tome v P Updq satisfazendo
ve1 “ w e sejam g “ f ˝ v e h “ fpwqZpm,nqe1 {Zpm,nqe1 pe1q. Se u P Ue1pdq então h ˝ u “ h,
como observado no início da demonstração. Além disso, v ˝ u ˝ v´1 P Uwpdq. Logo,
g ˝ u “ g ˝ u ˝ v´1 ˝ v “ f ˝ pv ˝ u ˝ v´1q ˝ v “ f ˝ v “ g.
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Além disso, hpe1q “ fpwqZpm,nqe1 pe1q{Zpm,nqe1 pe1q “ fpwq e gpe1q “ fpve1q “ fpwq. Pela
unicidade demonstrada acima, g “ h, ou seja,
f “ fpwq
Z
pm,nq
e1 pe1q
Zpm,nqe1 ˝ v´1 “
fpwq
Z
pm,nq
w pwq
Zpm,nqw ,
usando o item 3 do Teorema 3.1.2. Portanto, f é um múltiplo de Zpm,nqw .
Proposição 3.1.5. Seja w P Ωd. Um harmônico esférico f P Hm,n é múltiplo de Zpm,nqw
se e somente se é constante sobre os conjuntos
Ωγw “ tz P Ωd : xz, wy “ γu ,
onde γ P C com |γ| ă 1.
Demonstração. Suponha que f “ cZpm,nqw para algum c P C. Sejam γ P tz P C : |z| ă 1u
e z, z˜ P Ωγw. A fim de provar que fpzq “ fpz˜q, a Proposição 1.4.8 permite tomar uma
transformação unitária u que fixa w e satisfaz uz “ z˜. Pelo item 3 do Teorema 3.1.2,
fpz˜q “ cZpm,nqw pz˜q “ cZpm,nquw puzq “ cZpm,nqw ˝ u´1puzq “ fpzq.
Assim, f é constante em Ωγw.
Suponha, reciprocamente, que f é constante sobre os conjuntos Ωγw. Vejamos
que f ˝ u “ f sempre que u P Uwpdq. Sejam z P Ωd e γ “ xz, wy. Como u fixa w, então
xuz, wy “ xz, u´1wy “ γ, de forma que uz P Ωγw e consequentemente f ˝upzq “ fpzq. Desta
forma, f ˝ u “ f e a Proposição 3.1.4 implica que f é múltipla de Zpm,nqw .
Observação 3.1.6. Os conjuntos Ωγw da Proposição 3.1.5 são chamados subesferas de
Ωd, uma vez que são a intersecção da esfera unitária com hiperplanos ortogonais a w,
determinados pela condição xz, wy “ γ. Nota-se que |z´γw| “a1´ |γ|2 para todo z P Ωγw.
A proposição acima demonstrada caracteriza o harmônico zonal como o único harmônico
esférico, a menos de constante multiplicativa, cujo valor é constante em subesferas de Ωd.
O item 4 do Teorema 3.1.2 e a Proposição 3.1.4 dão mais uma caracterização
do harmônico zonal: a menos de constante multiplicativa, é o único harmônico esférico
invariante por composição com transformações unitárias que preservam seu polo.
3.2 Polinômios de Jacobi e polinômios no disco
A partir dos polinômios de Jacobi, aqui introduzidos como em [15], definem-
se os polinômios no disco, os quais, por sua vez, permitem expressar explicitamente os
harmônicos zonais. O objetivo principal desta seção é demonstrar tal expressão, conhecida
como fórmula da adição. A demonstração apresentada foi adaptada do artigo original [5].
Menciona-se aqui a dissertação [10], que faz um estudo aprofundado dos polinômios no
disco, incluindo a demonstração da fórmula da adição.
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Proposição 3.2.1. Seja φ : I Ñ R uma função positiva quase sempre e integrável no
intervalo I Ă R e suponha que existe ş
I
xkφpxq dx para todo k P N. Então, existe uma
sequência ppkqkPN tal que cada pk é um polinômio de grau no máximo k e vale a relação de
ortogonalidade ż
I
pkpxqplpxqφpxq dx “ 0, se k ‰ l.
Os pk são unicamente determinados a menos de constantes multiplicativas e o grau de pk
é de fato igual a k.
Demonstração. Ver [15, Capítulo I].
Definição 3.2.2. Sejam α, β ą ´1. Definem-se os polinômios de Jacobi com parâmetro
pα, βq como os elementos da sequência pP pα,βqk qkPN tal que cada P pα,βqk é um polinômio de
grau k e vale a relação de ortogonalidadeż 1
´1
P
pα,βq
k pxqP pα,βql pxqp1´ xqαp1` xqβ dx “ 0, se k ‰ l,
com a normalização
P
pα,βq
k p1q “ pα ` 1q ¨ ¨ ¨ pα ` kqk! .
Observação 3.2.3. Em [15, p. 62] ocorre a seguinte expressão explícita para o k-ésimo
polinômio de Jacobi de parâmetro pα, βq:
P
pα,βq
k pxq “ 1k!
kÿ
j“0
ˆ
k
j
˙ jź
l“1
pα ` β ` k ` lq
nź
l“j`1
pα ` lq
ˆ
x´ 1
2
˙j
.
Nota-se, em particular, que os coeficientes de P pα,βqk são reais.
Definição 3.2.4. Dados α ą ´1 e m,n P N, o polinômio no disco de bigrau pm,nq e
parâmetro α, denotado por Rαm,n, é definido para z P D por
Rαm,npzq “
$&%
1
P
pα,m´nq
n p1q
zm´nP pα,m´nqn p2|z|2 ´ 1q, se m ě n,
1
P
pα,n´mq
m p1q
zn´mP pα,n´mqm p2|z|2 ´ 1q, se m ă n.
Observação 3.2.5. As seguintes afirmações são imediatas da definição de Rαm,n.
1. Rαm,np1q “ 1.
2. Rαm,npeiθzq “ eipm´nqθRαm,npzq, θ P R.
3. Rαm,npzq “ Rαm,npzq “ Rαn,mpzq.
Observação 3.2.6. A definição dos polinômios no disco tem uma única expressão quando
seu argumento é dado em coordenadas polares:
Rαm,npreiθq “ 1
P
pα,|m´n|q
m^n p1q
r|m´n|eipm´nqθP pα,|m´n|qm^n p2r2 ´ 1q, 0 ď r ď 1, θ P r0, 2pis.
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Proposição 3.2.7. Dado α ą ´1, valem as seguintes afirmações.
1. Vale a relação de ortogonalidadeż
D
Rαm,nR
α
k,l dνα “ 0, se pm,nq ‰ pk, lq,
onde να é a medida sobre D definida em (1.8).
2. O espaço vetorial gerado por tRαm,n : m,n P Nu é tf |D : f P PpCqu.
3. O espaço vetorial gerado por tRαm,n|D : m,n P Nu é denso em CpDq na norma da
convergência uniforme e em LppD, ναq.
Demonstração. Seguem as demonstrações.
1. Usando coordenadas polares em ΥpDq,ż
D
Rαm,npzqRαk,lpzq dναpzq
“ c1
ż 2pi
0
ż 1
0
r|m´n|eipm´nqθP pα,|m´n|qm^n p2r2 ´ 1q
¨ r|k´l|eipk´lqθP pα,|k´l|qk^l p2r2 ´ 1q p1´ r2qα r dr dθ
“ c1
ˆż 2pi
0
eirpm´nq´pk´lqs dθ
˙
Iα,m,n,k,l,
onde c1 é constante e
Iα,m,n,k,l “
ż 1
0
P pα,|m´n|qm^n p2r2 ´ 1qP pα,|k´l|qk^l p2r2 ´ 1q r|m´n|`|k´l| p1´ r2qα r dr .
Fazendo a mudança de variável x “ 2r2 ´ 1,
Iα,m,n,k,l “
ż 1
´1
P pα,|m´n|qm^n pxqP pα,|k´l|qk^l pxq
ˆ
1` x
2
˙ |m´n|`|k´l|
2
ˆ
1´ x
2
˙α 1
4 dx
“ c2
ż 1
´1
P pα,|m´n|qm^n pxqP pα,|k´l|qk^l pxqp1` xq
|m´n|`|k´l|
2 p1´ xqα dx ,
onde c2 é constante.
Se m ´ n “ k ´ l mas m ^ n ‰ k ^ l, então a ortogonalidade dos polinômios de
Jacobi implica que
Iα,m,n,k,l “ c2
ż 1
´1
P pα,|m´n|qm^n pxqP pα,|m´n|qk^l pxq p1` xq|m´n|p1´ xqα dx “ 0 .
Por outro lado, se m´ n ‰ k ´ l entãoż 2pi
0
eirpm´nq´pk´lqs dθ “ 0 .
Assim, se pm,nq ‰ pk, lq então Rαm,n e Rαk,l satisfazem a relação de ortogonalidade
do enunciado.
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2. Defina Pm,npx, yq “ Rαm,npx` iyq para px, yq P ΥpDq. Pela Observação 2.1.2, basta
mostrar que
spantPm,n : m,n P Nu “ PpΥpDqq,
onde PpΥpDqq denota o espaço tf |ΥpDq : f P PpR2qu. Para isto, é suficiente verificar
que, para todo k P N, o subespaço PkpΥpDqq, formado pelas restrições a ΥpDq dos
polinômios de grau total igual a k, é gerado por tPm,n : m ` n “ ku. Fazendo
z “ x ` iy na Definição 3.2.4, nota-se que Pm,n é o produto de polinômios de
respectivos graus m´ n e 2n, quando m ě n, e n´m e 2m quando m ă n. Assim,
Pm,n P Pm`npΥpDqq. Agora, a dimensão de PkpΥpDqq é k ` 1, pois este espaço é
gerado por txk, xyk´1, . . . , xk´1y, yku. Como existem k ` 1 polinômios Pm,n tais que
m` n “ k e eles são linearmente independentes, pela ortogonalidade demonstrada
no item 1, então tais Pm,n geram PkpΥpDqq.
3. É consequência imediata do item 2, da Proposição 2.1.3 e do Corolário 2.1.4.
Teorema 3.2.8 (Fórmula da adição). Dada uma base ortonormal tY1, . . . , Ydm,nu de Hm,n,
onde se denota dm,n “ dimHm,n, para quaisquer w, z P Ωd vale
Zpm,nqw pzq “
dm,nÿ
k“1
YkpwqYkpzq “ dm,n
ωd
Rd´2m,npxz, wyq.
Demonstração. A primeira das igualdades do enunciado é o item 5 do Teorema 3.1.2. Uma
vez que se pode tomar u P Updq tal que u´1w “ e1, a fim de demonstrar a outra expressão
para Zpm,nqw , pelo item 3 do Teorema 3.1.2, não há perda de generalidade em supor que
w “ e1. Assim, será demonstrado que
Zpm,nqe1 pzq “
dimHm,n
ωd
Rd´2m,npxz, e1yq .
Para isto, considere a decomposição
z “ pcos θeiϕ, sen θz˜q, θ P r0, pi{2q, ϕ P r0, 2piq, z˜ P Ωd´1,
do Teorema 1.3.13. A demonstração seguirá em quatro passos.
Passo 1. Existe um polinômio p de grau no máximo m^ n tal que
Zpm,nqe1 pzq “ eipm´nqϕ cos|m´n|θ ppcos 2θq .
Escreva f “ Zpm,nqe1 , por simplicidade, e seja F P Hm,n tal que F |Ωd “ f . Usando
a bihomogeneidade de F ,
fpzq “ F peiϕpcos θ, e´iϕ sen θz˜qq
“ eipm´nqϕfpcos θ, e´iϕ sen θz˜q.
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Para cada ψ P r0, 2piq, existe uψ P Updq tal que uψe1 “ e1 e uψpe´iϕp0, z˜qq “ eiψe2. Como
f “ f ˝ uψ,
fpzq “ eipm´nqϕfpcos θe1 ` sen θeiψe2q, ψ P r0, 2piq
e daí
fpzq “ eipm´nqϕ 12pi
ż 2pi
0
fpcos θ, eiψ sen θ, 0, . . . , 0q dψ.
Uma vez que F é combinação linear de monômios zµzν com p|µ|, |ν|q “ pm,nq,
a expressão F pz1, z2, 0, . . . , 0q é uma combinação linear de monômios zµ11 zµ22 z1ν1z2ν2 , onde
µ1 ` µ2 “ m e ν1 ` ν2 “ n. Assim, para certas constantes ak,l, k “ 0, . . . ,m, l “ 0, . . . , n,
F pcos θ, eiψ sen θ, 0, . . . , 0q “
mÿ
k“0
nÿ
l“0
ak,l cosm´kθpeiψ sen θqkcosn´lθpeiψ sen θql
“
mÿ
k“0
nÿ
l“0
ak,l cospm`nq´pk`lqθ senk`lθeipk´lqψ.
Integrando com respeito a ψ e usando as relações trigonométricas cos2θ “ p1` cos 2θq{2 e
sen2θ “ p1´ cos 2θq{2,
fpzq “ eipm´nqϕ
mÿ
k“0
nÿ
l“0
ak,l cospm`nq´pk`lqθ senk`lθ
1
2pi
ż 2pi
0
eipk´lqψ dψ
“ eipm´nqϕ
m^nÿ
k“0
ak,k cos|m´n|`2pm^nq´2kθ sen2kθ
“ eipm´nqϕ cos|m´n| θ
m^nÿ
k“0
ak,k
ˆ
1` cos 2θ
2
˙m^n´k ˆ1´ cos 2θ
2
˙k
.
Assim, basta tomar ppxq “ řm^nk“0 ak,krp1´ xq{2skrp1` xq{2sm^n´k.
Passo 2. Existe uma constante bm,n tal que
Zpm,nqe1 pzq “ bm,neipm´nqϕ cos|m´n|θ P pd´2,|m´n|qm^n pcos 2θq.
Pelo Passo 1, para cada r P N, tomando m,n P N com m^ n “ r, existe um
polinômio pr de grau no máximo r tal que
Zpm,nqe1 pzq “ eipm´nqϕ cos|m´n|θ prpcos 2θq.
A afirmação deste passo fica demonstrada ao se verificar que pr é múltiplo do polinômio
de Jacobi P pd´2,|m´n|qr . Dado s P N, r ‰ s, tome k, l P N satisfazendo, k ^ l “ s e
m´ n “ ´pk ´ lq “ t. Dado que Zpm,nqe1 e Zpk,lqe1 são ortogonais, usando o Teorema 1.3.13
0 “
ż
Ωd
Zpm,nqe1 pzqZpk,lqe1 pzq dσdpzq
“
ż
Ωd´1
ż 2pi
0
ż pi{2
0
eirpm´nq´pk´lqsϕ cos2|t|θ prpcos 2θqpspcos 2θq sen2d´3θ cos θ dθ dϕ dσd´1pz˜q
“ ωd´1
ˆż 2pi
0
e2itϕ dϕ
˙˜ż pi{2
0
prpcos 2θqpspcos 2θq cos2|t|`1θ sen2d´3θ dθ
¸
.
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A integral
ş2pi
0 e
2itϕ dϕ não se anula. Assim, fazendo a mudança de variável x “ cos 2θ,
0 “
ż pi{2
0
prpcos 2θqpspcos 2θq cos2|t|`1θ sen2d´3θ dθ
“ c1
ż pi{2
0
prpcos 2θqpspcos 2θq
ˆ
1` cos 2θ
2
˙|t|ˆ1´ cos 2θ
2
˙d´2
cos θ sen θ dθ
“ c2
ż 1
´1
prpxqpspxqp1` xq|t|p1´ xqd´2 dx ,
onde c1, c2 são constantes. Segue da Proposição 3.2.1 que pr deve ser um múltiplo de
P pd´2,|t|qr , como desejado.
Passo 3. Existe uma constante cm,n tal que
Zpm,nqe1 pzq “ cm,nRd´2m,npxz, e1yq.
A primeira coordenada de z é z1 “ xz, e1y “ cos θeiϕ. Então, |z1| “ cos θ e
2|z1|2 ´ 1 “ 2 cos2θ ´ 1 “ cos 2θ.
Pelo Passo 2,
Zpm,nqe1 pzq “ bm,neipm´nqϕ|z1||m´n|P pd´2,|m´n|qm^n p2|z1|2 ´ 1q “ cm,nRd´2m,npz1q ,
onde cm,n “ bm,nP pd´2,|m´n|qm^n p1q.
Passo 4. A constante multiplicativa do Passo 3 é
cm,n “ dimHm,n
ωd
,
o que encerra a demonstração.
Da definição dos polinômios no disco, segue que Rd´2m,np1q “ 1. Então, fazendo
z “ e1 no Passo 3,
cm,n “ cm,nRd´2m,npxe1, e1yq “ Zpm,nqe1 pe1q “
dimHm,n
ωd
,
pelo item 6 do Teorema 3.1.2.
Observação 3.2.9. Segue do teorema anterior que, para cada f P L2pΩdq,
ppim,nfqpwq “
ż
Ωd
fpzqZpm,nqw pzq dσdpzq
“ dm,n
ωd
ż
Ωd
fpzqRd´2m,npxz, wyq dσdpzq
“ dm,n
ωd
pf ˚Rd´2m,nqpwq, w P Ωd.
Assim, o Teorema 2.2.3 pode ser reescrito como
f “
ÿ
m,nPN
f ˚
ˆ
dm,n
ωd
Rd´2m,n
˙
.
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3.3 A fórmula de Funk-Hecke complexa
A conhecida fórmula de Funk-Hecke para harmônicos esféricos reais é como
segue [9, Seção 2.2]. Dados uma função K : r´1, 1s Ñ C, satisfazendo a uma certa hipótese
de integrabilidade, e um harmônico esférico real Y de grau k,ż
Sd´1
Kpx ¨ yqY pyq dτdpyq “ λkY pxq, x P Sd´1 ,
onde
λk “ τd´1pS
d´2q
τdpSd´1qP ppd´2q{2,pd´2q{2qk p1q
ż 1
´1
KptqP ppd´2q{2,pd´2q{2qk ptqp1´ t2qpd´3q{2 dt .
Nesta seção, será demonstrada uma fórmula análoga a esta envolvendo harmônicos esféricos
complexos. A demonstração é adaptada daquela feita em [6], que também aparece em [8,
Seção 3.1].
Teorema 3.3.1 (Fórmula de Funk-Hecke complexa). Fixe w P Ωd e m,n P N. Se K é
νd´2-integrável em D e Y P Hm,n então z ÞÑ Kpxz, wyqY pzq define uma função σd-integrável
em Ωd e ż
Ωd
Kpxz, wyqY pzq dσdpzq “ λd´2m,npKqY pwq ,
onde
λd´2m,npKq “ pd´ 1qωdpi
ż
D
KpzqRd´2m,npzq dνd´2pzq .
Demonstração. Pela densidade de CpDq em L1pD, νd´2q, existe uma sequência pKjqjPN de
funções contínuas em D tal que }Kj ´K}1 Ñ 0. Aplicando a Proposição 1.5.3 à função
|Kj ´K|, observa-se queˇˇˇˇż
Ωd
Kjpxz, wyqY pzq dσdpzq ´
ż
Ωd
Kpxz, wyqY pzq dσdpzq
ˇˇˇ
ď }Y }8
ż
Ωd
|Kjpxz, wyq ´Kpxz, wyq| dσdpzq
“ pd´ 1qωd
pi
}Y }8
ż
D
|Kjpzq ´Kpzq| dνd´2pzq
“ pd´ 1qωd
pi
}Y }8}Kj ´K}1
e portantoż
Ωd
Kjpxz, wyqY pzq dσdpzq Ñ
ż
Ωd
Kpxz, wyqY pzq dσdpzq quando j Ñ 8.
Além disso,
|λd´2m,npKjq ´ λd´2m,npKq| ď pd´ 1qωdpi }R
d´2
m,n}8 }Kj ´K}1,
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logo
λd´2m,npKjq Ñ λd´2m,npKq, quando j Ñ 8.
Desta forma, é suficiente demonstrar o teorema quando K é uma função contínua.
Assumindo K contínua, a densidade de PpDq em CpDq (Proposição 2.1.3)
implica a existência de uma sequência de polinômios ppjqjPN que converge uniformemente
para K em D. A Proposição 1.1.2 garante queż
Ωd
pjpxz, wyqY pzq dσdpzq jÑ8ÝÑ
ż
Ωd
Kpxz, wyqY pzq dσdpzq e λd´2m,nppjq jÑ8ÝÑ λd´2m,npKq.
Assim, basta que o teorema seja demonstrado no caso em que K é um polinômio em z e z.
Dado que os polinômios no disco geram PpDq, por linearidade não há perda
de generalidade em supor que K “ Rd´2k,l , para algum par de índices pk, lq P N2. Seja
dk,l “ dimHk,l, denote Y pm,nq “ Y e tome uma base ortonormal tY pk,lq1 , . . . , Y pk,lqdk,l u de Hk,l.
Usando a fórmula da adição (Teorema 3.2.8) e o item 5 do Teorema 3.1.2,ż
Ωd
Rd´2k,l pxz, wyqY pm,nqpzq dσdpzq “
ż
Ωd
ωd
dk,l
˜
dk,lÿ
j“1
Y
pk,lq
j pzqY pk,lqj pwq
¸
Y pm,nqpzq dσdpzq
“ ωd
dk,l
dk,lÿ
j“1
pY pk,lqj , Y pm,nqqY pk,lqj pwq,
enquanto
λd´2m,npRd´2k,l qY pm,nqpwq “ pd´ 1qωdpi Y
pm,nqpwq
ż
D
Rd´2k,l pzqRd´2m,npzq dνd´2pzq.
Se pk, lq ‰ pm,nq, pY pk,lqj , Y pm,nqq “ 0 para todo j “ 1, . . . , dk,l e
ş
DR
d´2
k,l R
d´2
m,n dνd´2
também se anula, o que demonstra o teorema neste caso. Quando pk, lq “ pm,nq, tem-seż
Ωd
Rd´2m,npxz, wyqY pm,nqpzq dσdpzq “ ωddm,n
dm,nÿ
j“1
pY pm,nqj , Y pm,nqqY pm,nqj pwq “ ωddm,nY
pm,nqpwq
e a demonstração se encerra com a verificação de que
λd´2m,npRd´2m,nq “ ωddm,n .
De fato, usando a Proposição 1.5.3, a fórmula da adição e o Teorema 3.1.2,
pd´ 1qωd
pi
ż
D
|Rd´2m,npzq|2 dνd´2pzq “
ż
Ωd
|Rd´2m,npxz, wyq|2 dσdpzq
“ ω
2
d
d2m,n
ż
Ωd
|Zpm,nqw pzq|2 dσdpzq
“ ω
2
d
d2m,n
}Zpm,nqw }22
“ ω
2
d
d2m,n
dm,n
ωd
,
como desejado.
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Observação 3.3.2. Em termos de convolução, o Teorema 3.3.1 pode ser expresso como
Y ˚K “ λd´2m,mpKqY, Y P Hm,n, K P L1pD, νd´2q.
3.4 Espaços invariantes por transformações unitárias
Transformações unitárias preservam os espaços Hm,n, os quais são minimais
com respeito a esta propriedade. Nesta seção, será revelada a estrutura dos operadores em
espaços de funções sobre Ωd que comutam com transformações unitárias: seus autovetores
são precisamente os harmônicos esféricos. Os resultados aqui expostos foram retirados de
[12, Capítulo 12].
Definição 3.4.1. Seja E um espaço vetorial cujos elementos são funções de Ωd em C.
Diz-se que E é invariante por transformações unitárias, ou invariante por Updq, se f ˝u P E
sempre que f P E e u P Updq.
Dada uma transformação linear T : E Ñ F , onde E e F são espaços invariantes
por Updq, diz-se que T comuta com transformações unitárias, ou T comuta com Updq, se
T pf ˝ uq “ pTfq ˝ u, f P E, u P Updq.
Observação 3.4.2. Sejam E,F invariantes por Updq e T : E Ñ F que comuta com
transformações unitárias. As seguintes afirmações são de verificação imediata.
1. O núcleo e a imagem de T são espaços invariantes por Updq.
2. Se T é isomorfismo, então T´1 comuta com Updq.
3. Se G é invariante por transformações unitárias e S : F Ñ G comuta com Updq então
S ˝ T comuta com Updq.
4. Se E é um espaço de Hilbert (particularmente, se é um subespaço fechado de L2pΩdq)
e F “ E, então o operador adjunto T ˚ comuta com Updq.
Observação 3.4.3. Já ocorreu neste trabalho um exemplo não trivial de operador que
comuta com Updq. Trata-se do operador de Laplace-Betrami, estudado na Seção 2.3.
Proposição 3.4.4. Seja M um subespaço fechado de L2pΩdq invariante por Updq. Então,
MK também é invariante por Updq e o operador de projeção ortogonal pi de L2pΩdq em M
comuta com transformações unitárias.
Demonstração. Sejam g P MK e u P Updq. Dada f P M , por hipótese f ˝ u´1 P M , de
forma que o Teorema 1.4.13 implica
pf, g ˝ uq “ pf ˝ u´1, g ˝ u ˝ u´1q “ pf ˝ u´1, gq “ 0.
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Logo, g ˝ u PMK, o que demonstra a invariância de MK.
Seja f P L2pΩdq. Existem g PM e h PMK unicamente determinadas tais que
f “ g ` h. Por definição, g “ pif . Usando a invariância de M e MK, para cada u P Updq
pipf ˝ uq “ pipg ˝ u` h ˝ uq “ g ˝ u “ ppigq ˝ u` ppihq ˝ u “ ppig ` pihq ˝ u “ ppifq ˝ u.
Assim, pi comuta com Updq.
Observação 3.4.5. O Lema 3.1.1 diz que Hm,npΩdq é invariante por transformações
unitárias. Assim, segue da proposição anterior que pim,n comuta com Updq.
Teorema 3.4.6. Seja T : Hm,n Ñ Hk,l uma transformação linear que comuta com
transformações unitárias. Se pm,nq ‰ pk, lq então T “ 0. Se pm,nq “ pk, lq então existe
λ P C tal que T “ λIHm,n.
Demonstração. Dados w P Ωd e u P Uwpdq,
pTZpm,nqw q ˝ u “ T pZpm,nqw ˝ uq “ TZpm,nqw .
Pela Proposição 3.1.4, existe um cw P C tal que TZpm,nqw “ cwZpk,lqw . Vejamos que a
constante cw independe de w. Dado z P Ωd, tomando u P Updq tal que uz “ w e usando o
Teorema 3.1.2,
cwZ
pk,lq
z pzq “ cwZpk,lqw pwq “ pTZpk,lqw qpwq “ pT pZpk,lqz ˝ u´1qqpuzq
“ pTZpk,lqz qpu´1puzqq “ czZpk,lqz pzq,
ou seja, cz “ cw. Assim, existe c P C tal que TZpm,nqw “ cZpk,lqw para todo w P Ωd.
Pode-se estender T a um operador linear em L2pΩdq que comuta com Updq
definindo Tf “ 0 se f P HKm,n. Isto permite definir o adjunto T ˚, cuja restrição a Hk,l define
uma transformação linear de Hk,l em Hm,n que comuta com transformações unitárias.
Pelo argumento do parágrafo anterior, existe λ P C tal que T ˚Zpk,lqw “ λZpm,nqw para todo
w P Ωd. Logo, para toda f P Hm,n,
pTfqpwq “ pTf, Zpk,lqw q “ pf, T ˚Zpk,lqw q “ pf, λZpm,nqw q “ λpf, Zpm,nqw q “ λfpwq
para todo w P Ωd. Mas, a imagem de T está contida em Hk,l, por hipótese. Portanto, se
pk, lq ‰ pm,nq então há uma contradição, a não ser que λ “ 0. Caso pk, lq “ pm,nq, o
argumento acima demonstra que Tf “ λf para toda f P Hm,n.
Corolário 3.4.7. Seja H o espaço vetorial gerado por Ť8m,n“0Hm,n. Se T : HÑ L2pΩdq
é linear e comuta com transformações unitárias, então para quaisquer m,n P N, existe um
λm,n P C tal que
Tf “ λm,nf, f P Hm,n.
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Além disso, T é uma transformação linear limitada se e somente se tλm,n : m,n P Nu é
um conjunto limitado e, neste caso,
}T } “ sup
m,nPN
|λm,n|.
Demonstração. A existência das constantes λm,n segue imediatamente do Teorema 3.4.6
tomando as restrições de T aos espaços Hm,n.
Se T é limitado então para quaisquer pm,nq e f P Hm,n vale
|λm,n|}f} “ }Tf} ď }T }}f}.
Logo, supm,n |λm,n| ď }T }, demonstrando que o conjunto tλm,nu é limitado. Reciprocamente,
suponha sup |λm,n| “ λ ă 8. Dado f P H, existe r P N tal que se pode escrever
f “ řkďr,lďr Y pk,lq, com Y pk,lq P Hk,l, e então
}Tf}2 “
››››› ÿ
kďr,lďr
λk,lY
pk,lq
›››››
2
“
ÿ
kďr,lďr
|λk,l|2}Y pk,lq}2 ď |λ|2}f}2.
Logo, T é limitado e }T } ď |λ|.
Teorema 3.4.8. Os espaços Hm,n não possuem subespaços fechados próprios não triviais
invariantes por Updq. Além disso, os Hm,n são os únicos subespaços fechados de L2pΩdq
com esta propriedade.
Demonstração. Suponha que M Ă Hm,n é um subespaço fechado não trivial de Hm,n,
invariante por Updq. Seja pi o operador projeção ortogonal de Hm,n em M . Uma vez que
pi é a restrição a Hm,n da projeção ortogonal de L2pΩdq em M , segue da Proposição
3.4.4 que pi comuta com Updq. Pelo Teorema 3.4.6, pi “ λI para algum λ P C. Como
pipHm,nq “ M , então λ ‰ 0. Isto é uma contradição, a não ser que M “ Hm,n. Segue,
portanto, a minimalidade de Hm,n.
Suponha agora que M é subespaço fechado não trivial de L2pΩdq, invariante
por Updq. Será demonstrado que M deve conter algum Hm,n. Dado que M ‰ t0u, tem-se
pim,npMq ‰ t0u para algum pm,nq. Como pim,npMq é subespaço invariante não trivial de
Hm,n, então pim,npMq “ Hm,n, por minimalidade. Sejam N˜ “ th PM : pim,nh “ 0u e N o
complemento ortogonal de N˜ em M . A restrição de pim,n a N é um isomorfismo entre N e
Hm,n, cujo inverso será denotado por S.
Dado pk, lq ‰ pm,nq, defina Tk,l : Hm,n Ñ Hk,l por
Tk,l “ pik,l ˝ S.
Então, Tk,l comuta com Updq, logo Tk,l “ 0. Desta forma, Tk,lpHm,nq “ pik,lpNq “ t0u
sempre que pk, lq ‰ pm,nq. Isto implica que N , além de ser invariante por Updq, é subespaço
de Hm,n. Portanto, M Ą N “ Hm,n.
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4 Convergência da expansão em harmônicos
esféricos em LppΩdq
O trabalho se encerra com uma discussão da validade da expansão de uma
função f P LppΩdq em harmônicos esféricos, onde 1 ď p ă 8. Mais precisamente, deseja-se
determinar se a série
ř
k,lPN f ˚
´
dk,l
ωd
Rd´2k,l
¯
converge em norma para f (ver Observação
3.2.9), onde dk,l “ dimHk,l. No caso p “ 2, o Teorema 2.2.3 garante a convergência,
independentemente da ordem em que as parcelas da série são somadas.
No caso de p geral, serão consideradas somas parciais da forma
Snpfq “
ÿ
k`lďn
f ˚
ˆ
dk,l
ωd
Rd´2k,l
˙
e, então, coloca-se o problema de decidir se Snpfq Ñ f em LppΩdq. A resposta a este
problema é, em geral, negativa. Isto leva ao estudo de um método de somabilidade, chamado
método de Cesàro, que generaliza a noção usual de convergência de uma série. A ideia é
atribuir uma espécie de “soma” a uma série, mesmo quando ela não converge.
Neste capítulo, último do texto, é apresentado o método de Cesàro, após algumas
noções preliminares. Depois, serão introduzidos os harmônicos zonais sobre a esfera real e os
polinômios ultraesféricos. A seguir, serão dadas várias estimativas assintóticas envolvendo
polinômios de Jacobi que permitirão, na última seção, verificar que, ao menos no sentido
de Cesàro, Snpfq converge para f em LppΩdq. Isto dá uma resposta parcialmente positiva
ao problema descrito acima.
4.1 Preliminares ao método de Cesàro
Antes da definição do método de somabilidade de Cesàro serão estabelecidas
algumas notações para comparação de ordem de grandeza de sequências. Também, será
introduzida rapidamente a função gama (ver, por exemplo, [11, Capítulo VIII]).
Definição 4.1.1. Dadas sequências de números reais panqnPN e pbnqnPN, será denotado
an ! bn se existirem C ą 0 e n0 P N tais que |an| ď C|bn| para todo n ě n0. Se an ! bn e
bn ! an, será escrito an — bn.
Similarmente, se pfnqnPN e pgnqnPN são sequências de funções a valores complexos
definidas em um conjunto A e pBnqnPN é uma sequência de subconjuntos de A, será dito que
fnpxq ! gnpxq quando x P Bn se existirem C ą 0 e n0 P N de forma que |fnpxq| ď C|gnpxq|
para quaisquer n ě n0 e x P Bn. Será dito, ainda, que fnpxq — gnpxq quando x P Bn se
fnpxq ! gnpxq e gnpxq ! fnpxq quando x P Bn.
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Observação 4.1.2. Seguem algumas observações imediatas sobre as notações introduzidas
na definição anterior.
1. Enquanto ! é uma relação de ordem parcial, — é uma relação de equivalência.
2. As relações ! e — são preservadas por somas e produtos. Mais explicitamente, por
exemplo, se an ! bn e cn ! dn então ancn ! bndn. Além disto, — é preservada por
quocientes.
3. Se limnÑ8 anbn existe e é não nulo então an — bn. Se o limite é 0, é possível afirmar
apenas que an ! bn.
4. A sequência panq é limitada se e somente se an ! 1.
Definição 4.1.3. Dado 0 ă x ă 8, define-se
Γpxq “
ż 8
0
tx´1e´t dt.
Proposição 4.1.4. A respeito da função gama, valem as seguintes afirmações.
1. Para todo x ą 0,
Γpx` 1q “ xΓpxq.
2. Para todo n P N,
Γpn` 1q “ n!.
3. Vale a fórmula de Stirling:
lim
xÑ8
Γpx` 1q
px{eqx?2pix “ 1.
Observação 4.1.5. Sejam α, β P R. Pela fórmula de Stirling,
lim
xÑ8
Γpx` αq
xα´β Γpx` βq “ limxÑ8
Γppx` αq ` 1q
px` 1qα´β Γppx` βq ` 1q
“ lim
xÑ8
rpx` αq{esx`αa2pipx` αq
px` 1qα´β rpx` βq{esx`βa2pipx` βq
“ lim
xÑ8 e
β´α px` αqx`α
px` 1qα´βpx` βqx`β
ˆ
x` α
x` β
˙1{2
“ lim
xÑ8 e
β´α
ˆ
x` α
x` 1
˙αˆ
x` 1
x` β
˙β ˆ
x` α
x` β
˙1{2 ˆ
1` α ´ β
x` β
˙x
“ 1.
Em particular,
Γpn` αq
Γpn` βq — n
α´β.
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4.2 O método de somabilidade de Cesàro
Um método de somabilidade, de maneira vaga, é uma forma de associar a
cada série um valor, o qual deve coincidir com a soma usual caso a série em questão seja
convergente. Métodos de somabilidade são tratados de forma geral em [16, Capítulo III].
No método de Cesàro, tópico desta seção, as somas parciais são substituídas por certas
médias envolvendo os termos da série; a convergência no sentido de Cesàro se dá quando a
sequência formada por tais médias converge.
Definição 4.2.1. Seja δ ą ´1. Define-se o n-ésimo número de Cesàro de ordem δ por
Cδn “ Γpn` δ ` 1qΓpδ ` 1qΓpn` 1q .
Se δ ě 0, dada uma sequência panqnPN em um espaço de Banach E, sua n-ésima
média de Cesàro de ordem δ é definida por
sδn “ 1Cδn
nÿ
k“0
Cδn´kak.
Diz-se que um elemento s P E é a soma no sentido de Cesàro de ordem δ, ou a soma
(C, δ), da série
ř
an, ou ainda que
ř
an é (C, δ)-somável a s, quando a sequência sδn
converge para s em E.
Observação 4.2.2. Na definição acima, o caso δ “ 0 coincide com a noção de somabilidade
usual, pois s0n “
řn
k“0 ak. No caso δ “ 1, as médias de Cesàro são médias aritméticas das
somas parciais:
s1n “ 1n` 1 rpn` 1qa0 ` na1 ` ¨ ¨ ¨ ` 2an´1 ` ans
“ 1
n` 1 ra0 ` pa0 ` a1q ` ¨ ¨ ¨ ` pa0 ` a1 ` ¨ ¨ ¨ anqs
“ 1
n` 1
`
s00 ` s01 ` ¨ ¨ ¨ ` sδn
˘
.
Observação 4.2.3. Seguem algumas observações sobre os números de Cesàro. Primeira-
mente, a Observação 4.1.5 implica imediatamente a estimativa assintótica
Cδn — nδ.
Além disso, a normalização dos polinômios de Jacobi (Definição 3.2.2) é dada por
P pα,βqn p1q “ Cαn , α, β ą ´1.
Em particular, P pα,βqn p1q — nα.
Por fim, os Cδn são os coeficientes da expansão de p1 ´ zq´δ´1 em série de
potências em torno de 0, isto é,
p1´ zq´δ´1 “
8ÿ
n“0
Cδnz
n, |z| ă 1.
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Dado η ą ´1, fazendo o produto de Cauchy das expansões de p1´ zq´δ´1 e de p1´ zq´η´1,
tem-se
p1´ zq´pδ`η`1q´1 “
˜ 8ÿ
n“0
Cδnz
n
¸˜ 8ÿ
n“0
Cηnz
n
¸
“
8ÿ
n“0
˜
nÿ
k“0
CδkC
η
n´k
¸
zn, |z| ă 1.
Por unicidade dos coeficientes da série de potências, segue a identidade
Cδ`η`1n “
nÿ
k“0
CδkC
η
n´k. (4.1)
Lema 4.2.4. Na notação da Definição 4.2.1, para todo h ą 0 vale a identidade
sδ`hn “ 1Cδ`hn
nÿ
k“0
Ch´1n´k C
δ
k s
δ
k.
Demonstração. Usando a definição das médias de Cesàro e a expressão (4.1), temos
sδ`hn “ 1Cδ`hn
nÿ
k“0
Cδ`hn´k ak
“ 1
Cδ`hn
nÿ
k“0
n´kÿ
j“0
Ch´1j C
δ
n´k´j ak
“ 1
Cδ`hn
nÿ
j“0
n´jÿ
k“0
Ch´1j C
δ
n´k´j ak
“ 1
Cδ`hn
nÿ
j“0
Ch´1j C
δ
n´j s
δ
n´j,
que é a expressão do enunciado.
Teorema 4.2.5. Dados uma sequência panqnPN em um espaço de Banach E e δ ě 0, seř
an é (C, δ)-somável a um s P E então ř an é (C, δ ` h)-somável a s para cada h ą 0.
Em particular, se a série
ř
an converge no sentido ordinário, então suas médias
de Cesàro de qualquer ordem positiva convergem para o mesmo limite.
Demonstração. Sejam ε ą 0 arbitrário e M “ supnPN }sδn ´ s}. Usando novamente a
notação da Definição 4.2.1, podemos tomar n0 P N tal que }sδn ´ s} ă ε para todo n ě n0.
Então, dado n ě n0, usando o Lema 4.2.4 e a igualdade (4.1) temos
}sδ`hn ´ s} “
››››› 1Cδ`hn
nÿ
k“0
Ch´1n´k C
δ
k
`
sδk ´ s
˘›››››
ď 1
Cδ`hn
n0´1ÿ
k“0
Ch´1n´k C
δ
k }sδk ´ s} ` 1Cδ`hn
nÿ
k“n0
Ch´1n´k C
δ
k }sδk ´ s}
ď M
Cδ`hn
n0´1ÿ
k“0
Ch´1n´kC
δ
k ` ε .
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No somatório da última expressão, temos Ch´1n´k — pn´ kqh´1 — nh´1 e Cδk — kδ ! nδ para
0 ď k ď n0 ´ 1, e 1{Cδ`hn — n´pδ`hq, de forma que
1
Cδ`hn
n0´1ÿ
k“0
Ch´1n´k ! n´1.
Assim, o somatório vai a 0 quando n Ñ 8, e portanto }sδ`hn ´ s} ă 2ε para todo n
suficientemente grande. Segue que sδ`hn Ñ s em E.
4.3 Harmônicos zonais sobre a esfera real
As somas parciais Snpfq da expansão de uma função f sobre Ωd em harmônicos
esféricos complexos (isto é, a série
ř8
k“0
ř
m`n“k f ˚
´
dm,n
ωd
¯
Rd´2m,n) podem ser expressas em
termos da expansão de f ˝Υ´1 em harmônicos esféricos reais. Para isto, será necessária
a noção de harmônico zonal sobre a esfera real, de forma análoga ao que foi feito para
a esfera complexa no Capítulo 3. Existe, inclusive, um análogo do teorema da adição
(Teorema 3.2.8), envolvendo os polinômios ultraesféricos, que são instâncias particulares
dos polinômios da Jacobi introduzidos na Seção 3.2.
Nesta seção, trabalharemos na esfera real Sd´1, onde d ě 2 é um inteiro fixado.
O conteúdo será apresentado de maneira breve, omitindo algumas demonstrações, as quais
se encontram em [9, Capítulo 2].
Teorema 4.3.1. Fixe x P Sd´1. Seja k P N e denote por pik o operador de projeção
ortogonal de L2pSd´1q em HkpSd´1q. Então, existe um único harmônico esférico Zpkqx de
grau k que satisfaz
ppikfqpxq “ pf, Zpkqx q, f P L2pΩdq,
onde p¨ , ¨q é o produto interno definido em (1.3).
Definição 4.3.2. O harmônico esférico Zpkqx do teorema anterior é chamado harmônico
zonal de grau k e polo x.
Proposição 4.3.3. Fixe λ ą 0. Para r, t P R com |r| ă 1 e |t| ď 1, vale a expressão
p1´ 2rt` r2q´λ “
8ÿ
k“0
P λk ptqrk.
Além disso, as funções P λk definidas acima têm as propriedades a seguir.
1. P λk p1q “ Γp2λ` kqk! Γp2λq .
2. P λk ptq é um polinômio de grau k em t.
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3. Se k ‰ l então ż 1
´1
P λk ptqP λl ptq p1´ t2qλ´1{2 dt “ 0 .
Definição 4.3.4. As funções P λk da proposição anterior são chamadas polinômios ultraes-
féricos, ou polinômios de Gegenbauer, de parâmetro λ.
Observação 4.3.5. Pela ortogonalidade do item 3 da Proposição 4.3.3, segue da unicidade
enunciada na Proposição 3.2.1 que P λk é múltiplo do polinômio de Jacobi P
pλ´1{2,λ´1{2q
k .
Dado que os polinômios de Gegenbauer e de Jacobi são normalizados, respectivamente, por
P λk p1q “ Γp2λ` kqk! Γp2λq , P
pλ´1{2,λ´1{2q
k p1q “ Γpλ` 1{2` kqk! Γpλ` 1{2q ,
temos P λk “ ckP pλ´1{2,λ´1{2qk , onde
ck “ Γp2λ` kqΓpλ` 1{2qΓp2λqΓpλ` 1{2` kq “
p2λqp2λ` 1q ¨ ¨ ¨ p2λ` k ´ 1q
pλ` 1{2qpλ` 3{2q ¨ ¨ ¨ pλ` k ´ 1{2q .
Teorema 4.3.6 (Fórmula da adição). Suponha d ě 3. Para quaisquer x, y P Sd´1 e k P N,
Zpkqx pyq “ d` 2k ´ 2τdpSd´1q pd´ 2q P
λ
k px ¨ yq,
onde λ “ pd´ 2q{2.
A seção se encerra com uma relação entre os harmônicos zonais reais sobre
S2d´1 e os harmônicos zonais complexos sobre Ωd. Como consequência, obtém-se uma
expressão relacionando polinômios no disco e polinômios ultraesféricos.
Proposição 4.3.7. Para quaisquer k P N e x P S2d´1, vale a relação
Zpkqx ˝Υd “
ÿ
m`n“k
Zpm,nqw ,
onde w “ Υ´1d pxq.
Demonstração. Seja f P HkpS2d´1q. Pelo Teorema 2.1.15, f ˝ Υ pode ser expressa de
maneira única na forma
f ˝Υ “
ÿ
m`n“k
fm,n,
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onde fm,n P Hm,npΩdq. Observamos que fm,n “ pim,npf ˝Υq. Então,
pf, Zpkqx q “ fpxq
“ fpΥpwqq
“
ÿ
m`n“k
fm,npwq
“
ÿ
m`n“k
pim,npf ˝Υqpwq
“
ÿ
m`n“k
pf ˝Υ, Zpm,nqw q
“
ÿ
m`n“k
pf, Zpm,nqw ˝Υ´1q.
Como f é arbitrária, segue que Zpkqx “
ř
m`n“k Z
pm,nq
w ˝ Υ´1, o que implica o resultado
desejado.
Corolário 4.3.8. Dados z, w P Ωd,
2d` 2k ´ 2
τ2dpS2d´1q p2d´ 2q P
λ
k pΥpzq ¨Υpwqq “
ÿ
m`n“k
dm,n
ωd
Rd´2m,npxz, wyq ,
onde λ “ pd´ 2q{2.
Demonstração. Segue diretamente da proposição anterior e dos Teoremas 4.3.6 e 3.2.8.
4.4 Estimativas para os polinômios de Jacobi
Estabelecemos de imediato a notação a ser usada no desenvolvimento desta
seção. Serão fixados parâmetros α, β P R satisfazendo
α ě β ě ´12 .
Uma nova medida de Radon wpα,βq sobre r´1, 1s é definida por
wpα,βqpEq “
ż
E
p1´ tqαp1` tqβ dt, E P Bpr´1, 1sq. (4.2)
Serão denotadas por σδn as médias de Cèsaro da sequência pf pα,βqk qkPN, onde
cada f pα,βqk : r´1, 1s Ñ R é definida por
f
pα,βq
k ptq “ }P pα,βqk }´22,wpα,βqP pα,βqk p1qP pα,βqk ptq, t P r´1, 1s. (4.3)
Além disso, S˜δn representarão as médias de Cesàro associadas à sequência pZ˜pdqk qkPN, onde
cada Z˜pdq : r´1, 1s Ñ C é dada por
Z˜
pdq
k ptq “ d` 2k ´ 2τdpSd´1q pd´ 2q P
pd´2q{2
k ptq, t P r´1, 1s. (4.4)
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No artigo [2], os autores deram estimativas para as normas }S˜δn}p,wpα,βq , onde
1 ď p ď 8, com o objetivo de estudar operadores multiplicadores. Para os propósitos deste
trabalho, será necessário apenas o fato de que estas normas são uniformemente limitadas
quando p “ 1 e α “ β “ pd´ 3q{2. A demonstração se apoia em desigualdades envolvendo
σδn retiradas de [1], que serão apresentadas adiante. Estas, por sua vez, dependem de alguns
resultados específicos sobre polinômios de Jacobi encontrados no clássico livro de Szegő
[15], cujas demonstrações serão omitidas por fugirem muito ao objetivo deste trabalho.
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Lema 4.4.1. Valem as estimativas a seguir.
1. [15, p. 169]
|P pα,βqk pcos θq| !
$&%kα quando 0 ď θ ď pi{2,k´1{2θ´α´1{2 quando c{k ď θ ď pi{2.
2. [15, p. 68]
}P pα,βqk }22,wpα,βq “
2α`β`1
2k ` α ` β ` 1
Γpk ` α ` 1qΓpk ` β ` 1q
Γpk ` 1qΓpk ` α ` β ` 1q — k
´1.
Além disso, vale a identidade ([15, p. 59])
P
pα,βq
k p´tq “ p´1qkP pβ,αqk ptq, t P r´1, 1s.
Lema 4.4.2. [15, p. 258] Se δ ě 0 é inteiro então
σδnptq “ 1Cδn
nÿ
k“0
Hkpn, δqP pα`δ`1,βqk ptq,
onde
Hkpn, δq !
$’’’&’’’%
nδ´1 se k “ 0,řδ´1
j“0pn´ kqjkα´j se 1 ď k ď n´ 1,
nα`1 se k “ n.
Lema 4.4.3. Seja δ ě 0. Valem as estimativas abaixo.
1. Quando 0 ď θ ď pi{2,
|σδnpcos θq| ! n2α`2.
2. Quando 2{n ď θ ď pi{2,
|σδnpcos θq| !
$&%nα´δ`1{2θ´α´δ´3{2 caso δ ď α ` 3{2,n´1θ´2α´3 caso δ ě α ` 3{2.
3. Quando pi{2 ď θ ď pi ´ 2{n,
|σδnpcos θq| !
$’’’&’’’%
nα´δ`1{2ppi ´ θq´β´1{2 caso δ ď α ` 3{2,
n´1ppi ´ θq´α´β´2`δ caso α ` 3{2 ď δ ď α ` β ` 2,
n´1 caso δ ě α ` β ` 2.
4. Quando pi{2 ď θ ď pi,
|σδnpcos θq| !
$&%nα`β`1´δ caso δ ď α ` β ` 2,n´1 caso δ ě α ` β ` 2.
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Demonstração. A demonstração deste lema será dividida em alguns passos. Os itens 2 a 4
serão verificados apenas para δ inteiro e diferente de α` 3{2 e α` β ` 2. O caso em que
δ P pp0,8qzNq Y tα` 3{2, α` β ` 2u é obtido a partir do caso anterior em [1, p. 233-234].
Passo 1. Obter as estimativas do item 1.
Uma vez que
1
Cδn
nÿ
k“0
Cδn´k “ 1Cδn
nÿ
k“0
Cδk “
nÿ
k“0
pk ` 1q ¨ ¨ ¨n
pk ` δ ` 1q ¨ ¨ ¨ pn` δq ď n` 1,
o Lema 4.4.1 implica
|σδnpcos θq| “
ˇˇˇˇ
ˇ 1Cδn
nÿ
k“0
Cδn´kf
pα,βq
k pcos θq
ˇˇˇˇ
ˇ
ď 1
Cδn
nÿ
k“0
Cδn´k}P pα,βqk }´22,wpα,βqP pα,βqk p1q|P pα,βqk pcos θq|
! 1
Cδn
nÿ
k“0
Cδn´k ¨ k ¨ kα ¨ kα
! n ¨ n ¨ nα ¨ nα “ n2α`2.
Passo 2. Obter as estimativas do item 2 quando δ ă α ` 3{2.
Antes das estimativas, uma observação que será usada várias vezes ao longo da
demonstração: se a, b P R com a ď b então
θb ! θa quando 2{n ď θ ď pi{2.
Para ver isto, basta notar que θb “ θaθb´a ď ppi{2qb´aθa. Claramente, o mesmo vale quando
pi{2 ď θ ď pi ´ 2{n.
Como na — Can para a ą ´1 então segue de (4.1) que, dados a, b ą ´1,
na`b`1 —
nÿ
k“0
pn´ kqakb . (4.5)
Pela expressão acima e pelos Lemas 4.4.2 e 4.4.1, quando 2{n ď θ ď pi{2,
|σδnpcos θq| ! 1Cδn
˜
nδ´1 `
n´1ÿ
k“1
Hkpn, δq |P pα`δ`1,βqk pcos θq| ` nα`1n´1{2θ´α´δ´3{2
¸
!
˜
n´1 ` n´δ
n´1ÿ
k“1
δ´1ÿ
j“0
pn´ kqjkα´j k´1{2 ` nα´δ`1{2
¸
θ´α´δ´3{2
!
˜
n´δ
δ´1ÿ
j“0
n´1ÿ
k“1
pn´ kqjkα´j´1{2 ` nα´δ`1{2
¸
θ´α´δ´3{2
!
˜
n´δ
δ´1ÿ
j“0
nα`1{2 ` nα´δ`1{2
¸
θ´α´δ´3{2
! nα´δ`1{2 θ´α´δ´3{2,
o que dá a estimativa desejada.
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Passo 3. Obter as estimativas do item 2 quando δ ą α ` 3{2.
A ideia é usar os Lemas 4.4.1 (item 1) e 4.4.2. Começamos estimando a
soma
řn´1
k“1 Hkpn, δq |P pα,βqk pcos θq|, que será dividida em três partes: os somatórios para
1 ď k ď 1{θ, para 1{θ ď k ď n{2 e para n{2 ď k ď n´ 1, os quais serão denotados por S1,
S2 e S3, respectivamente.
Uma observação a ser usada nas estimativas de S1 e S2: quando k ď n{2, a
função definida em r0, δ ´ 1s por x ÞÑ pn´ kqxk´x “ `n´k
k
˘x é crescente, uma vez que
n´k
k
ě 1. Assim, seu máximo ocorre em x “ δ ´ 1, dando a desigualdade
pn´ kqjk´j ď pn´ kqδ´1k´pδ´1q, j “ 0, 1, . . . , δ ´ 1. (4.6)
Temos
S1 “
ÿ
1ďkď1{θ
Hkpn, δq |P pα`δ`1,βqk pcos θq|
!
ÿ
1ďkď1{θ
δ´1ÿ
j“0
pn´ kqjkα´jkα`δ`1
!
ÿ
1ďkď1{θ
δpn´ kqδ´1kα´pδ´1qkα`δ`1
! nδ´1
ÿ
1ďkď1{θ
k2α`2
! nδ´1p1{θq ¨ p1{θq2α`2
! nδ´1θ´2α´3.
Além disso,
S2 “
ÿ
1{θďkďn{2
Hkpn, δq|P pα`δ`1,βqk pcos θq|
!
ÿ
1{θďkďn{2
δ´1ÿ
j“0
pn´ kqjkα´jk´1{2θ´α´δ´3{2
!
ÿ
1{θďkďn{2
δpn´ kqδ´1kα´pδ´1qk´1{2θ´α´δ´3{2
! nδ´1
ÿ
1{θďkďn{2
kα´δ`1{2 θ´α´δ´3{2.
A fim de estimar o somatório da expressão acima, seja fptq “ tα´δ`1{2. Para cada θ, seja
k1pθq o menor inteiro maior ou igual a 1{θ. Caso k1pθq ą 1, ponha εpθq “ k1pθq ´ 1; caso
contrário, escolha 0 ă εpθq ă 1 tal que fp1q ă ş1
εpθq fptq dt (o que pode ser feito, pois a
integral imprópria
ş1
0 fptq dt diverge para `8). Em ambos os casos, fpk1pθqq ď
şk1pθq
εpθq fptq dt.
Usando o fato de que f é decrescente, temos1
1 Será denotado por txu o maior inteiro menor ou igual a x.
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ÿ
1{θďkďn{2
kα´δ`1{2 “ fpk1pθqq `
tn{2uÿ
k“k1pθq`1
fpkq
ď
ż k1pθq
εpθq
fptq dt`
tn{2uÿ
k“k1pθq`1
ż k
k´1
fptq dt
ď
ż k1pθq
εpθq
fptq dt`
ż tn{2u
k1pθq
fptq dt
ď
ż n{2
εpθq
fptq dt .
Daí, dado que n{2 ě 1{θ e εpθq ą 0,
S2 ! nδ´1
˜ż n{2
εpθq
tα´δ`1{2 dt
¸
θ´α´δ´3{2
! nδ´1rpn{2qα´δ`3{2 ´ εpθqα´δ`3{2s θ´α´δ´3{2
! nδ´1p1{θqα´δ`3{2θ´α´δ´3{2
! nδ´1θ´2α´3.
Por fim, uma vez que 2{n ď θ ď pi{2 implica nθ ě 2,
S3 “
ÿ
n{2ďkďn´1
Hkpn, δq |P pα`δ`1,βqk pcos θq|
!
ÿ
n{2ďkďn´1
δ´1ÿ
j“0
pn´ kqjkα´jk´1{2θ´α´δ´3{2
! pn{2q
δ´1ÿ
j“0
njnα`1{2p2{nqj`1θ´α´δ´3{2
! nα`1{2θ´α´δ´3{2
! pnθqδ´α´3{2nα`1{2θ´α´δ´3{2
! nδ´1θ´2α´3.
Portanto,
|σδnpcos θq| ! 1Cδn
˜
nδ´1 `
n´1ÿ
k“1
Hkpn, δq |P pα`δ`1,βqk pcos θq| ` nα`1n´1{2θ´α´δ´3{2
¸
! n´1 ` n´δpS1 ` S2 ` S3q ` nα´δ`1{2θ´α´δ´3{2
! n´1θ´2α´3 ` n´δnδ´1θ´2α´3 ` pnθqα`3{2´δn´1θ´2α´3
! n´1θ´2α´3,
o que dá a desigualdade pretendida.
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Passo 4. Obter as estimativas do item 3 quando δ ă α ` 3{2.
Quando pi{2 ď θ ď pi ´ 2{n, tem-se 2{n ď pi ´ θ ď pi{2 e o Lema 4.4.2 passa a
ter a forma
|σδnpcos θq| “ |σδnp´ cosppi ´ θqq| ď
nÿ
k“0
Hkpn, δq |P pβ,α`δ`1qk pcosppi ´ θqq|.
Usando (4.5) e agindo como no Passo 2,
|σδnpcos θq| ! n´δ
˜
nδ´1 `
n´1ÿ
k“1
δ´1ÿ
j“0
pn´ kqjkα´jk´1{2 ` nα`1n´1{2
¸
ppi ´ θq´β´1{2
! n´δ
˜
nδ´1 `
δ´1ÿ
j“0
nα`1{2 ` nα`1{2
¸
ppi ´ θq´β´1{2
! `n´1 ` nα`1{2´δ˘ ppi ´ θq´β´1{2
! nα`1{2´δ ppi ´ θq´β´1{2.
Passo 5. Obter as estimativas do item 3 quando δ ą α ` 3{2.
O caso δ ě α ` β ` 2 seguirá do item 4. Sendo assim, vamos assumir que
α ` 3{2 ă δ ă α ` β ` 2. Agindo como no Passo 3,
|σδnpcos θq| ! n´1 ` n´δpS1 ` S2 ` S3q ` nα´δ`1{2ppi ´ θq´β´1{2,
com S1, S2 e S3 são os somatórios deHkpn, δq |P pβ,α`δ`1qk pcosppi´θqq| para 1 ď k ď 1{ppi´θq,
1{ppi ´ θq ď k ď n{2 e n{2 ď k ď n´ 1, respectivamente. Por (4.6),
S1 !
ÿ
1ďkď1{ppi´θq
δ´1ÿ
j“0
pn´ kqjkα´jkβ
!
ÿ
1ďkď1{ppi´θq
pn´ kqδ´1kα´δ`1`β
! nδ´1
ÿ
1ďkď1{ppi´θq
kα`β`1´δ .
Caso ´1 ă α ` β ` 1´ δ ă 0,
ÿ
1ďkď1{ppi´θq
kα`β`1´δ “ 1`
t1{ppi´θquÿ
k“2
kα´δ`1`β
! 1
α ` β ` 2´ δ `
t1{ppi´θquÿ
k“2
ż k
k´1
tα`β`1´δ dt
!
ż 1
0
tα`β`1´δ dt`
ż 1{ppi´θq
1
tα`β`1´δ dt
! ppi ´ θq´pα`β`2´δq .
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Caso α ` β ` 1´ δ ě 0,ÿ
1ďkď1{ppi´θq
kα`β`1´δ ! r1{ppi ´ θqs ¨ r1{ppi ´ θqsα`β`1´δ “ ppi ´ θq´α´β´2`δ .
Em ambos os casos, a estimativa resultante é
S1 ! nδ´1ppi ´ θq´α´β´2`δ .
Ainda,
S2 !
ÿ
1{ppi´θqďkďn{2
pn´ kqδ´1kα´δ`1{2ppi ´ θq´β´1{2
! nδ´1
˜ż n{2
εpθq
tα´δ`1{2 dt
¸
ppi ´ θq´β´1{2
! nδ´1rpn{2qα´δ`3{2 ´ εpθqα´δ`3{2s ppi ´ θq´β´1{2
! nδ´1ppi ´ θq´pα´δ`3{2qppi ´ θq´β´1{2
! nδ´1ppi ´ θq´α´β´2`δ,
onde εpθq é dada de forma similar ao que foi feito no Passo 3, e
S3 !
ÿ
n{2ďkďn´1
δ´1ÿ
j“0
pn´ kqjkα´j´1{2ppi ´ θq´β´1{2
! pn{2q
δ´1ÿ
j“0
njnα`1{2p2{nqj`1ppi ´ θq´β´1{2
! nα`1{2ppi ´ θq´β´1{2
! rnppi ´ θqs´α`δ´3{2nα`1{2ppi ´ θq´β´1{2
! nδ´1ppi ´ θq´α´β´2`δ.
Desta forma,
|σδnpcos θq| ! n´1 ` n´1ppi ´ θq´α´β´2`δ ` nα´δ`1{2ppi ´ θq´β´1{2
! n´1ppi ´ θq´α´β´2`δ ` rnppi ´ θqs´α`δ´3{2nα´δ`1{2ppi ´ θq´β´1{2
! n´1ppi ´ θq´α´β´2`δ
quando pi{2 ď θ ď pi ´ 2{n, como desejado.
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Passo 6. Obter as estimativas do item 4.
Temos
|σδnpcos θq| “ |σδnp´ cosppi ´ θqq|
ď 1
Cδn
nÿ
k“0
Hkpn, δq |P pβ,α`δ`1qk pcosppi ´ θqq|
! n´δ
«
nδ´1 `
˜
n´1ÿ
k“1
δ´1ÿ
j“0
pn´ kqjkα´jkβ
¸
` nα`1nβ
ff
! n´1 ` nα`β`1´δ ` n´δ
n´1ÿ
k“1
δ´1ÿ
j“0
pn´ kqjkα`β´j .
Se δ ă α ` β ` 2 então n´1 ! nα`β`1´δ e
n´1ÿ
k“1
δ´1ÿ
j“0
pn´ kqjkα`β´j !
δ´1ÿ
j“0
nα`β`1 ! nα`β`1
por (4.5), logo |σδnpcos θq| ! nα`β`1´δ, como se desejava.
No caso δ ą α ` β ` 2, tem-se nα`β`1´δ ! n´1. Assim, basta verificar a
estimativa
řn´1
k“1
řδ´1
j“0pn´kqjkα`β´j ! nδ´1 para obter |σδnpcos θq| ! n´1 e, então, encerrar
a demonstração. Usando (4.6) e o fato de que a série
ř8
k“0 k
α`β`1´δ converge,
n´1ÿ
k“1
δ´1ÿ
j“0
pn´ kqjkα`β´j “
ÿ
1ďkďn{2
δ´1ÿ
j“0
pn´ kqjkα`β´j `
ÿ
n{2ďkďn
δ´1ÿ
j“0
pn´ kqjkα`β´j
!
ÿ
1ďkďn{2
δ´1ÿ
j“0
pn´ kqδ´1kα`β´δ`1 `
ÿ
n{2ďkďn
δ´1ÿ
j“0
njpn{2qα`β´j
! nδ´1
tn{2uÿ
k“1
kα`β`1´δ ` pn{2qnα`β
! nδ´1 ` nα`β`1
! nδ´1 ,
como desejado.
Proposição 4.4.4. Valem as estimativas a seguir.
1. Caso 0 ď δ ď d{2,
|S˜δnpcos θq| !
$’’’’’’&’’’’’’%
nd´1 quando 0 ď θ ď pi{2,
nd´2´δ quando pi{2 ď θ ď pi,
npd´2δ´2q{2θ´pd`2δq{2 quando 2{n ď θ ď pi{2,
npd´2δ´2q{2ppi ´ θq´pd´2q{2 quando pi{2 ď θ ď pi ´ 2{n.
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2. Caso d{2 ď δ ď d´ 1,
|S˜δnpcos θq| !
$’’’’’’&’’’’’’%
nd´1 quando 0 ď θ ď pi{2,
nd´2´δ quando pi{2 ď θ ď pi,
n´1θ´d quando 2{n ď θ ď pi{2,
n´1ppi ´ θq´d`δ`1 quando pi{2 ď θ ď pi ´ 2{n.
3. Caso δ ě d´ 1,
|S˜δnpcos θq| !
$’’’&’’’%
nd´1 quando 0 ď θ ď pi{2,
n´1 quando pi{2 ď θ ď pi,
n´1 θ´d quando 2{n ď θ ď pi{2.
Demonstração. Aqui, será tomado
λ “ d´ 22 , α “ β “ λ´
1
2 “
d´ 3
2 .
Pela Observação 4.2.3, tem-se P pα,αqk p1q “ Cαk — kα. O item 2 do Lema 4.4.1 diz que
}P pα,αqk p1q}´22,wpα,αq — k. Logo, a sequência pf pα,αqk q definida em (4.3) satisfaz
f
pα,αq
k — kα`1P pα,αqk “ kλ`1{2P pα,αqk .
Por outro lado, pela definição dada em (4.4) e pelas Observações 4.3.5 e 4.1.5, as funções
Z˜
pdq
k satisfazem
Z˜
pdq
k “ d` 2k ´ 2τdpSd´1q pd´ 2q
Γp2λ` kqΓpλ` 1{2q
Γp2λqΓpλ` 1{2` kq P
pα,αq
k — kλ`1{2P pα,αqk .
Logo, f pα,αqk — Z˜pdqk e portanto σδn — S˜δn. Desta forma, basta verificar que as estimativas do
enunciado são válidas para σδn no lugar de S˜δn. Sendo assim, o resultado segue de maneira
direta ao fazer α “ β “ pd´ 3q{2 no Lema 4.4.3.
Teorema 4.4.5. Se δ ą pd´ 2q{2 então existe C ą 0 tal que
}S˜δn}1,wpα,αq ď C, n P N,
onde α “ pd´ 3q{2.
Demonstração. Fazendo a transformação de variável t “ cos θ e usando o fato de que
sen θ ď θ quando 0 ď θ ď pi{2,
}S˜δn}1,wpα,αq “
ż 1
´1
|S˜δnptq| p1´ t2qpd´3q{2 dt
“
ż pi
0
|S˜δnpcos θq| p1´ cos2θqpd´3q{2 sen θ dθ
“
ż pi
0
|S˜δnpcos θq| send´2θ dθ
ď
ż pi{2
0
|S˜δnpcos θq| θd´2 dθ `
ż pi
pi{2
|S˜δnpcos θq| ppi ´ θqd´2 dθ.
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Chame as duas últimas integrais acima de In e I 1n, respectivamente. É suficiente verificar
que In ! 1 e I 1n ! 1. A demonstração será dividida em três casos.
Passo 1. Verificar que In ! 1 e I 1n ! 1 no caso pd´ 2q{2 ă δ ď d{2.
Será utilizado o item 1 da Proposição 4.4.4. A integral In será “quebrada” nos
intervalos r0, 2{ns e r2{n, pi{2s. Temosż 2{n
0
|S˜δnpcos θq| θd´2 dθ ! nd´1
ż 2{n
0
θd´2 dθ “ nd´1 p2{nq
d´1
d´ 1 ! 1
e ż pi{2
2{n
|S˜δnpcos θq| θd´2 dθ ! npd´2δ´2q{2
ż pi{2
0
θ´pd`2δq{2θd´2 dθ
“ npd´2δ´2q{2 ppi{2q
pd´2δ´2q{2
pd´ 2δ ´ 2q{2
! npd´2δ´2q{2 ! 1,
dado que d´ 2δ ´ 2 ă 0. Portanto, In ! 1.
A estimativa para I 1n será obtida pela mesma estratégia adotada para In,
dividindo-a nos intervalos rpi{2, pi ´ 2{ns e rpi ´ 2{n, pis. Tem-seż pi
pi´2{n
|S˜δnpcos θq| ppi ´ θqd´2 dθ ! nd´2´δ
ż 2{n
0
θd´2 dθ “ nd´2´δ p2{nq
d´1
d´ 1 ! n
´1´δ ! 1
e ż pi´2{n
pi{2
|S˜δnpcos θq| ppi ´ θqd´2 dθ ! npd´2δ´2q{2
ż pi´2{n
pi{2
ppi ´ θq´pd´2q{2ppi ´ θqd´2 dθ
“ npd´2δ´2q{2
ż pi{2
2{n
θpd´2q{2 dθ
! npd´2δ´2q{2 ! 1.
Segue, desta forma, que I 1n ! 1.
Passo 2. Verificar que In ! 1 e I 1n ! 1 no caso d{2 ă δ ď d´ 1.
Será utilizada a mesma estratégia do Passo 1, desta vez com os resultados do
item 2 da Proposição 4.4.4. Temos
In “
ż 2{n
0
|S˜δnpcos θq| θd´2 dθ `
ż pi{2
2{n
|S˜δnpcos θq| θd´2 dθ
! nd´1
ż 2{n
0
θd´2 dθ ` n´1
ż pi{2
2{n
θ´2 dθ
! nd´1p2{nqd´1 ´ n´1rppi{2q´1 ´ p2{nq´1s
! 1` 1 ! 1
e, dado que δ ą d{2 ě 1,
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I 1n “
ż pi´2{n
pi{2
|S˜δnpcos θq| ppi ´ θqd´2 dθ `
ż pi
pi´2{n
|S˜δnpcos θq| ppi ´ θqd´2 dθ
! n´1
ż pi´2{n
pi{2
ppi ´ θq´d`δ`1ppi ´ θqd´2 dθ ` nd´2´δ
ż pi
pi´2{n
ppi ´ θqd´2 dθ
! n´1
ż 2{n
0
θδ´1 dθ ` nd´2´δ
ż 2{n
0
θd´2 dθ
! n´1p2{nqδ ` nd´2´δp2{nqd´1
! n´1´δ ` n´1´δ ! 1.
Passo 3. Verificar que In ! 1 e I 1n ! 1 no caso δ ě d´ 1.
Pelo do item 3 da Proposição 4.4.4,
In “
ż 2{n
0
|S˜δnpcos θq| θd´2 dθ `
ż pi{2
2{n
|S˜δnpcos θq| θd´2 dθ
! nd´1
ż 2{n
0
θd´2 dθ ` n´1
ż pi{2
2{n
θ´dθd´2 dθ
! nd´1p2{nqd´1 ´ n´1 rppi{2q´1 ´ p2{nq´1s ! 1
e
I 1n ! n´1
ż pi
pi{2
ppi ´ θqd´2 dθ ! n´1 ! 1.
Isto encerra a demonstração.
A seção se encerra com um último resultado ([1, Teorema 5.1]), dado sem
demonstração. Dados p, com 1 ď p ă 8, e f P LppSd´1q, denote por Hδnpfq a função
definida por
Hδnpfqpyq “
ż
Sd´1
fpxq S˜δnpx ¨ yq dτdpxq, y P Sd´1.
Teorema 4.4.6. Dados 0 ă δ ď pd ´ 2q{2 e 1 ď p ă 8, se pd ` 2δqp ď 2pd ´ 1q ou
pd´ 2´ 2δqp ě 2pd´ 1q então existe uma função p-integrável f sobre Sd´1 tal que Hδnpfq
não converge para f em LppSd´1q.
4.5 Convergência de médias de Cesàro em LppΩdq
Finalmente, há condições de atacar o problema descrito na introdução do
capítulo. Fixe p P R, com 1 ď p ă 8. Dados f P LppΩdq e δ ě 0, denote por Sδnpfq a
n-ésima média de Cesàro da sequência pfkqkPN dada por
fk “
ÿ
m`n“k
f ˚
´
dm,n
ωd
Rd´2m,n
¯
.
Esta seção se dedica a demonstrar que Sδnpfq Ñ f em LppΩdq para δ suficientemente
grande, mas a convergência não ocorre com δ “ 0. Em outros termos, a expansão de
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f em harmônicos esféricos não necessariamente converge para f no sentido usual, mas
converge no sentido de Cesàro. No que segue, a notação da seção anterior será utilizada,
naturalmente, com 2d no lugar de d.
Definição 4.5.1. Dado δ ě 0, será chamado o n-ésimo núcleo de Cesàro de ordem δ, e
representado por Sˆδn, a n-ésima média de Cesàro de ordem δ da sequência pZˆpdqk qkPN dada
por
Zˆ
pdq
k “
ÿ
m`n“k
dm,n
ωd
Rd´2m,n, z P Ωd.
Observação 4.5.2. Na notação da definição acima,
Sδnpfq “ f ˚ Sˆδn
para toda f P LppΩdq. Ou seja, as médias de Cesàro da expansão de f em harmônicos
esféricos coincide com as convoluções de f com os respectivos núcleos de Cesàro.
Observação 4.5.3. O Corolário 4.3.8 diz que
Z˜
p2d´1q
k pΥdpzq ¨Υdpwqq “ Zˆpdqk pxz, wyq
para quaisquer z, w P Ωd. Logo
S˜δnpΥdpzq ¨Υdpwqq “ Sˆδnpxz, wyq.
Desta forma, pode-se escrever
Sδnpfqpwq “
ż
Ωd
fpzq Sˆδnpxz, wyq dσdpzq
“
ż
Ωd
fpzq S˜δnpΥpzq ¨Υpwqq dσdpzq
“
ż
S2d´1
f ˝Υ´1pxq S˜δnpx ¨ yq dτ2dpxq
“ Hδnpf ˝Υ´1qpyq,
onde y “ Υdpwq. Desta forma, Sδnpfq Ñ f em LppΩdq quando n Ñ 8 se e somente se
Hδnpf ˝Υ´1q Ñ f ˝Υ´1 em LppS2d´1q.
Teorema 4.5.4. Para p ‰ 2, seja
δp “
$&%2d´1p ´ d se p ă 2,d´ 1´ 2d´1
p
se p ą 2.
Então, existe uma função p-integrável f sobre Ωd tal que Sδnpfq não converge para f em
LppΩdq quando 0 ď δ ď δp.
Em particular, para todo p ‰ 2 existe f P LppΩdq tal que Snpfq “ S0npfq Û f .
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Demonstração. A primeira parte do enunciado é consequência da observação anterior e do
Teorema 4.4.6, notando que
p2d` 2δqp ď 2p2d´ 1q ðñ δ ď 2d´ 1
p
´ d
e
p2d´ 2´ 2δqp ě 2p2d´ 1q ðñ δ ď d´ 1´ 2d´ 1
p
.
A segunda afirmação do enunciado segue da primeira e do Teorema 4.2.5.
Lema 4.5.5. Se δ ą d´ 1 então existe uma constante C ą 0 tal que
}Sˆδn}1,νd´2 ď C, n P N.
Demonstração. Como observado anteriormente,
S˜δnpΥdpzq ¨Υdpwqq “ Sˆpdqn pxz, wyq, z, w P Ωd.
Fixe w “ e1. A Proposição 1.5.3 e a observação acima permitem escrever
}Sˆδn}1,νd´2 “
pi
pd´ 1qωd
ż
D
ˇˇˇ
Sˆδnpzq
ˇˇˇ
dνd´2pzq
“ pipd´ 1qωd
ż
Ωd
ˇˇˇ
Sˆδnpxz, e1yq
ˇˇˇ
dσdpzq
“ pipd´ 1qωd
ż
Ωd
ˇˇ
S˜δnpΥdpzq ¨Υdpe1qq
ˇˇ
dσdpzq
“ pipd´ 1qωd
ż
S2d´1
ˇˇ
S˜δnpx ¨ e1q
ˇˇ
dτ2dpxq.
Usando a Observação 1.3.7 duas vezes,
}Sˆδn}1,νd´2 “
pi
pd´ 1qωd
ż pi
0
sen2d´2θ1
ż pi
0
sen2d´3θ2
ż
S2d´3
ˇˇ
S˜δnpcos θ1q
ˇˇ
dτ2d´2pxq dθ2 dθ1
“ pipd´ 1qωd ωd´1
ˆż pi
0
sen2d´3θ dθ
˙ˆż pi
0
ˇˇ
S˜δnpcos θq
ˇˇ
sen2d´2θ dθ
˙
“ c
ż 1
´1
ˇˇ
S˜δnptq
ˇˇ p1´ t2qp2d´3q{2 dt
“ c }S˜δn}1,wpα,αq
onde α “ p2d´ 3q{2 a constante é c “ şpi0 sen2d´3θ dθ. Assim, o resultado segue imediata-
mente da igualdade acima e do Teorema 4.4.5.
Teorema 4.5.6. Se δ ą d´ 1 então, para qualquer f P LppΩdq, Sδnpfq Ñ f .
Demonstração. Será verificado inicialmente o caso em que f é um harmônico esférico.
Suponha, pois, f P Hk,l. Para quaisquer r, s P N,
f ˚
ˆ
dr,s
ωd
Rd´2r,s
˙
pwq “ pf, Zpr,sqw q “ ppir,sfqpwq, w P Ωd,
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de forma que
f ˚
ˆ
dr,s
ωd
Rd´2r,s
˙
“
$&%f caso pr, sq “ pk, lq,0 caso pr, sq ‰ pk, lq.
Daí, para todo n ě k ` l,
Sδnpfq “ 1Cδn
nÿ
j“0
Cδn´jf ˚ Zˆpdqj
“ 1
Cδn
nÿ
j“0
ÿ
r`s“j
Cδn´jf ˚
ˆ
dr,s
ωd
Rd´2r,s
˙
“ C
δ
n´pk`lq
Cδn
f .
Vejamos que C
δ
n´pk`lq
Cδn
Ñ 1 quando n Ñ 8, o que implica Cδn´pk`lq
Cδn
f Ñ f . De fato, pela
Observação 4.1.5,
lim
nÑ8
Cδn´pk`lq
Cδn
“ lim
nÑ8
Γpn´ pk ` lq ` δ ` 1qΓpn` 1qΓpδ ` 1q
Γpn´ pk ` lq ` 1qΓpδ ` 1qΓpn` δ ` 1q
“ lim
nÑ8
Γpn´ pk ` lq ` δ ` 1q
nδ Γpn´ pk ` lq ` 1q limnÑ8
nδ Γpn` 1q
Γpn` δ ` 1q
“ 1.
Portanto, Sδnpfq Ñ f quando f é harmônico esférico. Uma vez que f ÞÑ Sδnpfq define uma
transformação linear, segue que Sδnpfq Ñ f quando f é soma de harmônicos esféricos.
Nota-se que isto vale para qualquer δ ą 0, não necessariamente maior que d´ 1.
Vejamos agora o caso geral. Seja f P LppΩdq. Dado ε ą 0, pela densidade das
combinações lineares de harmônicos esféricos em LppΩdq (Proposição 2.2.2), existe uma
função h : Ωd Ñ C que é soma de harmônicos esféricos e satisfaz }f ´ h}p ă ε. Pela
desigualdade de Young (Teorema 1.5.5) e pelo Lema 4.5.5,
}Sδnpfq ´ f}p ď }Sδnpfq ´ Sδnphq}p ` }Sδnphq ´ h}p ` }h´ f}p
ă pd´ 1qωd
pi
}Sˆδn}1,νd´2}h´ f}p ` }Sδnphq ´ h}p ` }h´ f}p
ă Cε` }Sδnphq ´ h}p ,
onde C ą 0 é uma constante. Pela primeira parte, }Sδnphq ´ h}p ă ε para todo n suficien-
temente grande. Isto encerra a demonstração.
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